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O conjunto dos números 
complexos 


1.1 — Introdução 


A criação dos números complexos teve estimulo na necessidade sentida pelos 
matemáticos de ampliar o campo numérico de seu trabalho, dando significado, 
principalmente, às ralzes quadradas de números negativos 

Por que razão. quando se trabalha com números reais, algumas equações do 
segundo grau têm duas raizes, enquanto que outras não tem nenhuma? 

Como sabemos, isso acontece porque não existe, entre os reais, Um número que 
elevado ao quadrado dé resultado negativo: 


(2)? = 25 
É anié 
Cras 


y figo 2 E . 
e isso se confirma quando a equação do segundo grau ax + bx + c= OQ é escrita 
na forma: 


onde vemos que não existe valor real de x capaz de satisfazer a equação no caso 
onde o discriminante 4 =b? - 4ac é negativo. 
Ora, como todo número negativo pode ser escrito como produto de seu simétrico 
por -1: 

-25 = 254-1) = 52 X7) 

2 
2.249- [5 
9 9 3 


x?) 


a questão de ampliar o campo numérico reside, portanto, em criar algum ente que 
verifique a igualdade: 


(MP = —1 
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Dois problemas histáricos 


Observa-se. assim, a necessidade de ampliação do universo numérico. 

Essa necessidade não é nova: Diofante de Alexandria (cerca de 2580 d.C.) esteve 
às voltas com à seguinte problema: 

Determinar os lados ce um trianquio relânguia de perímetro 12 e área ?. 

& montagem desse problema hos traz a equação: 


x” -43x+84=0 


onde x é a medida de um dos catetos. 

O discrimmante dessa equação é negativo t4= 187), o que nos leva a concluir 
que não existe o triangulo procurado. Não teria Diofante despertado sua atenção 
para equações que, como essa, tem A< 0? 

Em 1545, o médica italiano irolamo Cardano (1501-1578) propôs e resolveu o 
problema seguinte: 

Dividir 10 em duas partes tais que seu praduio seja 40 

à equação representativa desse problema e: 


x -10x+40=0 


ando Cardano encontrado as respostas 5 + J-15 e 5- 15 e, sobre isso, teria 
dito que o resultado é tão sutil quanta inútil, no que, ao menos quanto à utilidade, 
estava inequivocadamente enganado já que hoje, a teoria dos números complexos 
tem larga aplicação na Fisica e na Engenharia, 

Ele próprio, sem saber, leve uma mostra de que o fato de se dar uma interpretação 


a raiz quadrada de números negativos seria útil, pois, ao estudar a solução de 
equações da forma: 


$i =ax+b 


encontrou resultados que, em certos casos incluiam tais raizes quadradas e, 
nesses mesmos casos, ele sahia existir uma solução real. Por exemplo, O 


resultado que se obtém pata a equaçãox* =15x+4, utilizando o método de 
Cardano, & dado pela expressão: 


x=92 + 121 + 92 - 121 


Uma verificação direta mostra-nos que x=4 é raiz dessa equação, o que levaria a 
supor, num raciocínio simples, que: 


OR ide sá 


Ora, se não existe 4-421 como poderia tal expressão apresertar um valor real? 
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Inventando um novo número 


Suponha-se então que, convencidos da necessidade, resolvamos mventar um 
número cujo quadrado seja -1, 

Imediatamente surge a questão: como operar com esse novo número? 

É clara que essa criação nos será útil apenas se pudermos usar os mesmos 
processos operacionais a que estamos acostumados. 

Assim, sem ter, por enquanto, a preocupação de formalizar uma estrutura numérica 
nova, procurando apenas ganhar intimidade com a ideia, consideremos um novo 
número que, por falta de outro melhor, representaremos pelo simbolo i, e 
formulemos duas hipóteses. 


pio 


2% | obedece às principais propriedades operacionais 
da ÁAlgebra,* 


Com isso, podemos já complelar as igualdades questionadas na inicio deste item: 


-25 =255(-1)=5º »á? 


e também podemos encontrar soluções para equações antes impossiveis. 
Cptamos por exemplificar esse fato por meio de exercícios para que, durante a 
leitura, as eventuais dúvidas que o leitor tenha sobre a consistencia das hipóteses 
feitas (2 O modo de operar), sirvam de estimulo para o estudo do préximo item, 
onde daremes tratamento mais formal e rigoroso aos números complexos. 


Exercicios Resolvidos 


1.1) Resolva a equação 2 41=0. 
Solução 


Este é um exercicio típico de equação cujo conjunto-verdade, no campo dos 
números reais, É vazio. 
Agora, com base nas hipóteses adotadas, podemos escrever: 


o E A 


“Cemutativa (da adição e multiplicação). associativa (da adição e da multiplicação) e 
distributiva. 
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1.2) 


Te3) 
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$X+1=06x%2-(-1)=06 


ox-P=00 

e (x +ilx -—-)= 0 
ox+i=00oux-i=0o 
ox =-iox=i 


Logo: S = (+i i). 


Resolva a equação xX - 4x + 13=0. 

Solução 

O discriminante dessa equação é: 
A=16-52=-36 


Baseados mas hipóteses adotadas, escrevemos: 


4/35 44/3581)  4+V362  4+6i 


Logo. S=(2+3i/2-3i). 


O leitor pode verificar que, realmente, qualquer um dos números obtidos 


satisfaz a equação; por exemplo, substituindo x por 2+3i em x? -4x+13, 
temos: 


-1 
(2+3)2 —-4(2+3)+13=(4+121+9)-(8+12])+13= 
=4+12i-9-8-12i+13 
=0 
Resolva a equação x +8=0. 
Solução 
Trabalhando no campo dos números reais, fariamos simplesmente: 


3 


É +8=06%w%= 


-Bo x=-2 


No entanto, com as hipóteses adotadas, podemos verificar a existência de 
duas outras soluções, lembrando a fatoração: 


a + b' = (a + b)(a? -ab-b?) 
escrevemos: 


W+.8=065(x+2)62-2x+4)-06 


Zx+7=0 x=-2 
e OU & OU 


xº-2x+4=0 «24 VT ae Vo? 


=1xidã 
2 2 


Logo: 8=(-2: 1 + 3/1 - i/3). 


1.4) Verifique que o número i é raiz da equação xº- 2x) + x - 2=0, 
Solução 
Subslituindo, x por íno primeiro membro da equação vem: 


a 
4 


a 
Bê iz Pi xP 


Cvisd=sjs2ai= eb 
Logo: i é raiz, 
1.5) Mostre, com base nas hipóteses adotadas, que O número i não é positivo, 


não é negativo e não é igual a zero, isto é, que as relações | > 0,i<D e 
i=Qnão têm significado. 


Sciução 

Lembrando que: 
1jac0> a? >0 
2%a>0= a >0 
3)a=0=>82=0 


rnostremos que qualquer uma das hipoteses: i> D i<0Ooui=lnos conduz 
a um absurdo. 


1) Supondo i > 0, vem: 
i>052>0>-1>0 (1!) 

Il) Supondo i < D, vem: 
ico=s?>05-1>0 (11) 

Il) Supondo i = O, vem: 
i=0>2=05-1=0 (1) 


Assim, não valem as relações i>D,i<D ou i=0. 
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1.6) 
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Talvez o fato de termos inventado um número (i), e trabalhado com relativo 
sucesso apenas supondo que ele obedece às principais propriedades 
operacionais, leve-nos a querer usar esse procedimento em outras si- 
tuações, 


Por exemplo, sabemos que não se define divisão por zero. Teriamos 
sucesso se Inventássemos um resultado nesse caso? 


Suponha, então, um novo número, representado pelo simbolo [][ ], tal que: 
1 
» 5=U0 


IN[ [| satisfaz as principais propriedades operacionais da Álgebra (veja nota 
de rodapé anterior). 
Mostre que | e Il conduzem a absurdos como a afirmação: 
Números diferentes são iguais. 
Solução 


Sejam x e y números tais que X * y. 


Sabemos que 0 xx = 0 xy. Multiplicando ambos os membros por [|]: 


[llxom = [xo 


Como estamos supondo válida a propriedade associativa, podemos escre- 
ver: 


(LD Io)x = (Los (1) 


Como, de | e Il temos 5 =[[=[o=1, a igualdade (1) fica: 


1 xx=1xy 
Donde: x = y (11) 


Exemplificando numericamente: 
0/5 = 08 


[Tio x/5) [xo 8) 
(box = (ho)é 


1/5 = 158 


J5=8(1) 


lsso nos mostra que não basta criar uma nova proposta numérica apenas na 
esperança de que as regras sejam obedecidas. É preciso montar uma estrutura 
consistente e compativel com o rigor matemático. 


ExerciciosPropostos 


1.7) Resolva as equações. 


a) %?+9=0 

bjx? +5=0 

c)x/-1=0 

d)x-258=0 

(Sugestão: fatore as expressões usando diferença de quadrados nas ilensé e dj 


1.8) Resolva as equações: 


ajx*-2x+2=0 
b)4x?-16x+17=0 
cix?-Bx+17=0 
djxº- 10x+40=0 


1.9) Resolva a equação x + 1=0. 


1.10) Verifique se 0 número « é raiz da equação (E) nos seguintes casos: 


a) w=-i (EJjix)- 2x)+ x-2=0 
Db) m=2 (EJ:xº- 2x)+ 8x-16=0 
c) w=2+i (E):x)- Gx?+ 9x-5=0 


1.2 — Númeras Complexos 


Hã, na malemática, mais de uma maneira de se conceituar. formalmente, número 
complexo. Preferimos aqui adotar a seguinte definição 


Chama-se número complexo a qualquer par ordenado (x; y) de números reais. 


É usual indicar um número complexo pela letra z, Assim, Zz,=(-23). 2, =(0,-1), 


5 
Z+ (5 o] e 2,= (ato: Tr) são exemplos de números complexos. 
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Já com vistas a introduzir uma estrutura operatária aos números complexas, 
estabelecemos, também, as seguintes definições, onde a, bc e d são números 
reais: 


|) Igualdade de números complexos 


tab) = (cdjsa=-c e b=d 


IN Adição de números complexos 


(ab) + (eidea+rcç e b+d 


HO Multiplicação de números complexos 


tarbjxe;d) es (ac - bd; ad + bo) 


Exemplos 
ajSetxv) = (-2 3) então x=-2 8 y=3 
b)Se z,=(2.3) e z,=[4:5), então: 
Z,+Z, =(2.3)+(4,5)=(2+4,3+5)=(6,8) e 


2,X2, =(2.3)M4,5)=(2x4-35x5/225+3 »4) = (-7 22) 


c) Sendo z um número complexo qualquer, temos: 


Assim, 5€ 2Z= 


1 qE: 
[5 5 -(-2)4-2]; S-2] + I- 21x |= [2-2] 


Para quem estã tomando contato pela primeira vez com esta learia, é intrigante 
observar que as definições de igualdade e adição dadas são. digamos, inluittvas, 
enquanto que a da multiplicação foge completamente a essa intuição: por que não 
definir (a; bJ=fc; d) por (a »£; bad)? 

À isso respondemos com a lembrança de que estamos procurando criar um campo 
onde existam números cujo quadrado seja negativo e, como veremos mais 
adiante, será justamente esse modo de multiplicar, estabelecido na definição (Ih), 
que nos fornecerá tais resultados. 


1B 


Exercicios Resolvidos 


1.51) 


1.12) 


1.13) 


Determine os reais x e y para que (x-3y x +y)= (1-4) 


Solução 

Da igualdade de números complexos vem: 
fx —-3y =1 
lx+y= —á 


Resolvendo este sistema, oblemos: 


Determine o número complexo z tal que (-2:8)+z= (2; 0)xz 


Solução 
Seja z=(x;y) então: 
(-2,8)+ Ox y)=(20)Xx, y) > 
(-2+x, 8+x)=[2mxx-0xy; 2x) + 0x4) = 
[-2+x= 2x 


>(-2+x B+y)=(2x A ae do 


Logo, x=-Z e v=8 e dai z=(-2,8). 
Resolva a equação z? =(0 1). 


Solução 


Seja z=(x,y), então: 
2 = (U=>2e=(0,N)=(xy)dxy) = (01) > 
> lx — yo xy + yo) = (U)> 

x. yê=0 


= (x? yº,2xy) = (=| 
2%y = 1 
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Resolvendo este sistema (lembrando que x e y são números reais), 
obtemos: 


J2 v2] 2 J2 
[e S e de Si [e e p=] 
Logo, 2 = [E É lou eos | e O conjunto-solução da equação 


Exercícios Propostos 


1.14) 


1.15) 


1.16) 


1.17) 
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Dados z,=(1,4),z,=(-2-2) e z, =(0,3), calcule: 
a) Z,+Z; 

Db) Z,+2,+2, 

C) Z, x2, 

d) (2, xZ,)xz,, 

e) z; X2,+2,) 

f) 22 +22 


9) (2,422)? 
Determine os reais x e y para que se tenha: 


e 
a) (x+2, y-3)=[2 5) 


b) (2x-3y, 3x + 2y) 


4 ) 
Dados 2,=(9,-9) e 2, =(5:5) determine z tal que: 


a) z+2z,=(0:0) 
b) zxzo =(1,0) 
C) Z+2,=2; 
d) 2Zxz,=Z; 


Resolva a equação Z = (0:-8). 


1.3 - O Conjunto dos Números Complexos 


Com a definição de numero complexo, seguida dos conceitos de igualdade, adição 
e multiplicação dados no item 1.2, podemos agora definir conjunto dos números 


complexos como sendo o conjunto C de todos os pares ordenados de 
números reais: 


CTa=(z=[xy)lxeK e vez) 


E importante notar que, desta forma, estamos definindo o conjunto dos números 
complexos como o produto cartesiano do conjunto dos números reais por ele 
mesmo, isto é: 


CoeRxR=R? 


Estando, então, definidas em € a igualdade (|), a adição (ll) e a multiplicação (lil), 


conforme o item anterior, é bastante simples provar que, nesse novo conjunto, são 
verdadeiras as nove propriedades aperacionais da Algebra, a saber: 


1. Propriedade comutativa da adição 


Z+Z=2, +24 Voe CL VZeT 


Sendo z,=(a:b) e z, =(c;d), temos: 


zi+zo=(ab)+(cd)=(a+cb+d)= 
=(cr+ad4sbj=(ed+(ab)=2,+2, 


2. Propriedade associativa da adição 


2 tz; +2;)]=[2,+25]4+25, VZ7€ É, V2€ 0, VZ€U 


Sendo z;=(a bj), z,=(c0) e z,=(p:'9) temos: 


2,+lz;) +2;)]=(a; b)+[ted+(peg]=(ab)+(crp d+q)= 
=(a+[c+p]b+[d+ql)=(la+c]-pilb+dj+9)= 
=(a+c)b+di+(prq)=[tabj+(cod)]Á(tp.o) = 
=[z,+Z,]+2Z, 
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3. Existência do etemento neutro da adição 


IneC|zt+n=avzet 


Sendo z = (a, b), vamos mostrar que existe n, = (x,y) talque Z+tp=Z. 


ta b)+ (x: y)= (a; D) o 
. ! 
Da igualdade, vem à 


donde x=0 e y=0. Existe, ponanto, o elemento neutro n, = (0,0) que somado 
a qualquer número complexo z dá como resultado o próprio Z. 


4. Existência do elemento simétrico 


Jz'et|ztz'=n,YZe 


Sendo z = (a: b), vamos mostrar que existe 2' = (x. y) tal que z+7z'=n, Como 
na = (0,0), escrevemos: 
fab) + 6cy)= (00) (a +xb+y)=(00) 


a fenidss ja+x=0 
a igualdade, vem 
” Ib+y=0 
dondex=-a e y=-b, Existe, portanto, o elemento simetrico 2'= (—a,-b). 
Observação: Indicando z' por -z temos 7 = (-a; —b) = —-z= -(a: b). 
Com isso, sendo z,=(m,n) e z;=(p,q) ao efetuarmos a adição 24 + 27 
escrevemos: 

Z +22 =2z;+(-z))=(mmn+(-pi-q=(m-pin-q) 


dando assim um significado para o que chamamos de subtração de números 
complexos. Por exemplo: 


(5, 8)-(8,3)=(5-9,8-3)=(+4,5) 
(-13/5)-(2=4)=(=15:9) 


5. Propriedade comutativa da multiplicação 


2X, =E ME VE eU, Vzoe 


2 


Sendo z,=(a;b) e Z,=(€, d), temos: 
Z1»22 = (a b)Hc/0)= (ac-biad+bo) 
Z2x2, = (cidjxMa:b) = (ca-db;da + cb) 


Logo, Z,»Z) =2; X2,. 


6. Propriedade associativa da multiplicação 


ziNzy;ma;]J=[2,m2,;)])xy, Voe t,Vz ci VZz,el 


Sendo z;=(a:b), z;=(c;d) e z,4=(p,9) temos. 


Z, 22 Xza]= (a; b)[te; 0) xp; q) =(ab)>(cp - da ca + dg) = 
= (alcp — dg] — blcg + dp]: aca + dp] +bícp - dal) = 
= (acp-adg-bcg—bdp; aco + adp +bcp-bdg) 


[z,0Z5]mxa = Ita. b)(c; d)) Xp; 9) = (ac - bd, ad+ be) xp q) = 
= ([ac-bdlp— [ad+ bela; [ac — bajo +[ad +beJp) = 
= (acp-bdp -adg —-beq acq+ bda + adp - bcp) 


Logo: 7, 2, xm4J=[2, 25] MZ4 


7, Existência do elemento neutro da multiplicação 


InneC|zmp=2AVzeT 


Sendo z = (a; b), vamos mostrar que existe nm = (x,y) talque 2ZMjm= 2: 


(a bixxy)=(abje (ax-—by; ay +bx)=(a:b) 


À [ax-by=a 
Da igualdade, vem 4 
lay+bx=b 


A resolução do sistema fornece x= 1 ey = 0. Existe, portanto, o elemento neutro 
Tm = (1.0) 

que, multiplicado por qualquer número complexo z, dá como resultado o próprio Z. 

Exemplificando numericamente: 


(5. 3)41,0)=(5 1-3 50,50 +31) = (53) 
(10)43;— 423=(13)-0 40-92). 14-42 + 053) = (3.- 42) 
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8. Existência do elemento inverso 


327 "e c|ze 


=Nm Vze C* 


Seja z=(a. b);y (0: 0). isto ê ze C-((0;0))=C*.Vamos mostrar que existe O 
número complexo (x; y), indicado por z"tal que Z2 x Z'= Tia 
(a:b)x(x;y)=(1,0) = (ax-by;ay+bx)= (1,0) 


[ax-by =1 


Da igualdade, vem 
lay +bx=0 


Existe, portanto, O 


ey= 
a? +b? a? +b? 
elemento inverso de z = (a; b) (também chamado inverso multiplicativo): 


24 «( a .-b ] 
a2+b? a? +b? 


A resolução do sistema fornece x= 


Exemplos 


1º) O inverso de pa: 2) ê: 
Us 8) 


2º) Oinverso de 2, =(-3, 0) é: 


* l-at+0?' [aê ro? 


4 


3º) O inverso de z, =(0;-4) é: 


E E ER 
“Baja 


3 


9. Propriedade distributiva 


Z,MZ9+25)=24M2,+2,X4, Vz,€ O Vz,€ CL, VZ, ET 
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Sendo z,;=(a:b), z;=(cid) e z;=(p;q). temos: 


zxz2+23)=(a tb) (e d)+(pra))- 
=(a b)jxc+pid+q)= 
- (ale+p]-b[d+ al: a[d+a]+bJe+p]j= 
=(ac+ap-bd-bqg ad+ag+bc-bp) 
Z,xZ9+2Z,xz3 = (ab)xcd)+ta b)xp; q) = 

=(ac-bd ad+be)+(ap-bq ag+bp)= 

= ([ac—bd]+[ap- ba]. [ad+bc]-[aq-bp]|= 

=(ac-bd+ap-byad+bc+aq+bp) 


Logo: 2,22 *Z3]=24MZ2+Z,*Z3. 


Exercicio Resalvido 


1.18) Divisão de números complexos -— À existencia do elemento inverso 
tpropriegdade 8) permite-nos definir divisão de dois números complexos 
como sendo o produto dao primeiro pelo inverso do segundo. Ássim, 
sendo z, e z; com dois elementos de €, a divisão de Z, por z; é indicada 
e definida por: 
z o 
io: Z4 xz5' 
£> 

Nessas condições, efetue: 


(2-3) 


j —— 


(3,2) 
(=t1) 


fico 
Solução 
a) O inverso de (3; 2) é: 


: 3 -=2 3 2 
- das RS O [us E = 
dd, Crerird [a ] 
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b) O inverso de (1,—1) é: 
a dE 1 =11-1] [5º 5) 
asma = 

dis fe Pons RI 2'2 


Então 
SIE a e LAR DE ND 
PE 101,19" =( 1)A5G) 
1 1 
-[- age 1x5 - D+ 5) =t 10) 


Exercicios Propostos 


1.12) Determine os inversos multiplicativos dos númeras complexos 


[12.5] | 
dim b) (5,0 0,3 
2 43/43) 3 (5,0) c) (0,3) 
1.20) Efelue as divisões: 
o -30 
aj) b) (0:-5) o! 3.0) 
12,51 (5,0) (0,3) 
13/13] 
1.21) Sejaz= tabje C*, Se o inverso multiplicativo de z é z *= (ed), mostre que: 


[a2 +b?]xc?+d?]=1 

1.22) Potências de expoentes inteiros - Tendo como fundo de consistência 
a proprisdade associativa, para todo z e Ce paratodo ne MN, nz2, defi- 
nimos: 

(= 2xxx.z 


z= 


nfataores 


Por exemplo, se z= [2 1)en= 3 temos 
2 (EP =(2ANXMA DANE (34) 2; 1=(211) 


Adotando, também, as definições: 
= (1,0) 


(p= ("y'vzer ynen 
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ficam completamente caracterizadas as potências de expoentes inteiros 
dos números complexos, valendo para elas as propriedades usuais. como, 
por exemplo: 


ah 22 - gM “iz a (2"1 y'2 = aiiade! 
Assim sendo, calcule z tal que: 


SÃSP mer Mo 
= ap! CO aos 


e! 


Capitulo 
Forma algébrica dos 
números complexos 


2.1 — Introdução 


Desde que nos habituemos à regra de multiplicação. o trabalho algébrico com 
números complexos não apresenta maiores dificuldades. No entanto, não podemos 
dizer que seja um trabalho confortável, principalmente quando com-parado ao que 
usualmente temos ao operar com números reais. 


Por isso, visando a agilizar o modo de operar com números Z € CS, vamos introduzir 
algumas notações novas. 


2.2 — Descobrindo que os números reais são complexos 


Comecemos por considerar o subconjunto €, de C, formado pelos com-plexos da 
forma (x; y), isto é: 


Co= ((xylxeR e y=0) 
Assim, (0, 0), (1; 0), (—1: 0-5: 0) e (v2, 0) são exemplos de elementos de Tr. 


Efetuando a adição e a multiplicação de dois elementos, (a: 0) e (c: 0). de 7; 

(a 0)+(c,0)=(a+c,0+0)=(a+c;0) 

(a 0)xc;0)=(axc-0x0;ax0+0xc)=(axc;0) 
notamos que as segundas componentes (y) dos resultados continuam sendo 
zero (portanto esses resultados pertencem a C,), e as primeiras componentes 


são obtidas como se tivéssemos usado a adição e a multiplicação dos números 
reais. 


Exemplos | 

EmC, Em 
(2:0)+(5:0) = (7,0) | 245=7 

1 23 1 923 
12:0 e, — = —— 1 —— T— 
tnn-[g:0)=[Si0) | ta-jm5 
(2:0)45;0)= (10,0) | 255=10 

1 

(-120)(5:0]=(-5.0) | [=12)as == 
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Vemos então que os elementos de T,, obedecendo às definições de igualdade, 


adição e multiplicação de complexos, têm comportamento idêntico ao dos 
números reais. (num ramo da Matemática, chamado Álgebra Moderna, os 
conjuntos €, e R são ditos isomorfos). 


Ora, já que podemos operar com os complexo da forma (x; 0), do mesmo modo 
que operamos com o real x, vamos adotar a notação: 


(x; 0) = x 
para todo x real, Podemos, portanto, escrever: 
(0:0)=0, (40)=1, (-10)=—1, (V2:0)= 2 
Admitida a igualdade (x: 0) = x, é evidente que C, = KR; passamos, então, a 


considerar o conjunto dos números reais como subconjunto dos números com- 
plexos: 


RG 


podendo, por isso, afirmar que todo número real é complexo. 


2.3 — Unidade imaginária 


A igualdade (1; 0) = 1 define, em €, o número complexo (1; 0) como unidade real. 
Definimos como unidade imaginária o número complexo (0; 1), que passamos a 


indicar pelo simbolo i. 
i=(0,1) 


Era nossa intenção conseguir um número cujo quadrado fosse negativo. Agora, já 
o temos! Observando que: 


2 =i=(0:1)X0:1)= (00-11 0xd+ 1x0) = (1,0) 


E utilizando a notação adotada no item 2.2, obtemos a propriedade fundamental 
da unidade imaginária: 


2 = 
Imaginários puros - Todos os números complexos da forma (0: y), com 


y 0, são denominados imaginários puros. 
Notemos que: 


(y,0) 0/1) =(yx0-0 xy x1 + 0x0) = (0; y) 
Assim, por exemplo: 
(0:3) = (3:0) X(0:1) 
(0:-5) = (-5:0) (011) 
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Como (y,0)=y e (0,1)=i podemos escrever: 
(0, y) = (y, 0) (0,1) = y 
ou seja, para todo imaginário puro vale a notação: 


(0; y) = yi 
Portanto, (0: 3) = 3, (0;-5)=-5i (0,-1) = -i são exemplos de imaginários puros. 


24-— Forma algébrica 


Com as novas notações e definições vistas, podemos representar um número 
complexo qualquer z = (x; y) numa ouira forma que, como veremos, tornará hem 
mais práticas e simples as operações. 

Notanão que sempre podemos escrever: 


z=(x.y)=(x0)+(0 y) 
Como (x; 0)=x e (0; y) = yí, temos: 


L=tuyw=x+yi 


gue & chamada forma algébrica de z, 


Observação: Se z = (x. y) =x + y apresenta y + O, z é chamado número 
imaginário. 
Exemplos 
a) (2 7)=2+ fi 
bi) (-3,5)=-3+65i 
a fcda 
rar a a 
d) (-10,0)= 10 +01=-10 
e) (0,7)=0O+7i=7i 
f) 40,0)=0+0=0 


Os números reais x e y são, respectivamente, denominados parte real de 2 & 
parte imaginária de z. E usual representa-los pelos simbolos: 


= Relz) ey = Int2)) 


Operações na forma algébrica — Examinando alguns exemplos, vejamos como se 
aplicam com a forma x + yi a igualdade, a adição e a multiplicação de complexos. 


3 


Exemplos 


xy=(-21)0x=-2 e y=13 


1.º 
x+yi=-2+13l x=-2 e y=13 


Vemos aqui que, para igualarmos dois complexos na forma algébrica, basta 
identificar as partes reais e as parte imaginárias, isto é: 


a+bi=c+di eo a=ceb=d (abc e dreais) 


2º) [(2:13)+(5:1) = (7:14) 
2+413+5+i=7+14i 


Para somarmos dois complexos na forma algébrica, somamos as partes reais 
e as partes imaginárias, ou seja: 


(a+bij+[c+dij=[a+c]+[b+ dj (ab, ced reais) 


[(7:3X5,6) = (725 3>6;7>6+ 356) = (17:57) 
3) [r/C SD +) = 35 + 4241514 1800517457 
E 7 


Para multiplicarmos dois complexos na forma algébrica, aplicamos a 
propriedade distributiva, como se estivéssemos trabalhando com 


j : :2 
expressões reais da forma a + bx, mas lembrando sempre que | = -1. Em 
termos gerais: 


j I[a + bi)x[c + di] = ac + adi+bei+ bei? = [ac — bd] + [ad + be] ] 


(a b ce dreais) 
Resumo da nomenclatura — O quadro a seguir nos dá uma visão 


da nomenclatura introduzida neste capitulo. Nele acrescentamos algumas 
denominações que não foram citadas anteriormente. 


(0:1)=i Junidadeimaginária 
[z=x=yi  |formaalgébricadez 
Im (Z parte imaginária de z 

Sey=0 entãoz=x+yi=xeé real. 


Sex=0eyx0,entãoz=x*+yi=yié imaginário 
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Exercícios Resolvidos 


2.4) 


2.2) 


2.3) 


sendo 2,=1+4,2z,)=3-3i e z,)=5, efelue' 
aj) Z;+29 —Eg 

Db) z,»x2,4 +25 

c) (21422)? 

d) (z,- ESP - Za 


Solução 


Lembrando que as operações com números complexos na forma algébrica 
se processam de modo análogo ao que ulilizamos com expressões 


algébricas, e que É =—1, temos: 

a) M+z;-2,=U+4D+(3-3)-(5)=1+4i+3-3i+Gis 4-4i 

b) 22,2, =(1+4i)X3-3)+5i=(3-3]+12]-122)+5i= 
=3-3+12]+12+5i=15+14i 

o) (2,+25)*=(1+4]+3-3)? =(4-1)º =16-8i+]º=16-8-1=15-8i 

d) (2,25) -z3=(1+di-3+3)2-(5)3 =(-2+71])? 125 = 

=(4-281+49]º)-125]º M=4-28-49+125i=-45+97] 

Calcule (1-i3º. 

Solução 

É claro que poderiamos calcular (1-i)8 efetuando o produto de 6 fatores 


(1=)t1-i)...(1 1) ou utilizando a fôrmula de desenvolvimento do binômia 
de Newton (x— a). Porém, neste caso, podemos fazer: 


(1-8 [1-0] =[1-21+2 =[t-2)-1] =[-2]/=-8 = 82 = 8 


Determine o real x para que o número complexo z=2+[x-—-di)X2 + xi) seja: 
a) real b) imaginário c) puro 

Solução 

Vamos, inicialmente, escrever z na forma algébrica a + bi: 
z=2+(x-4il2+xi)=2+2x+x]-Bi-dxil=2+2x+xi-Bi+4x 


Assim: z=|2+6x)+ (x? — Bh 


“Ne capítulo 5 esludaremos um processo geral para o cáleulo de potências na forma 
(a +bij”, 
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2.4) 


2.5) 
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a) Para que z seja real é necessário que sua parte imaginária não seja nula: 
In(2)=0 & x2-8=0 & x=+2/2 


b) Para que z seja imaginário é necessário que sua parte imaginária não 
seja nula: 


In(7)2400x2-8400(x42/2 e x4-24/2) 


c) Para que z seja imaginário puro é necessário que sua parte real seja nula 
e sua parte imaginária não seja nula: 


Rel2)=062246x-005x=—* 


(Note que, se x=-. Re(2)=0 e Im(Z) x 0). 


Sendo, z, = 3x - 2y, =x + Syi e z, = 6 - 6i determine os reais 


Solução 
Z,+22=2) O 3x-2yi+x+Syi=6-6i 6 


4x = 
E dpesyindssad o * 
3y=-6 


Determine os reais x e y para que se tenha (2x 3yi) X2 +i) = -30i. 


Solução 

Efetuando o produto indicado no primeiro membro da igualdade, temos: 
4x + 2xi- Byi- 3yiê = -30i 
4x + 2xi- Byi+ 3y = —30i 


É importante que, para igualarmos dois números complexos, escrevamos 
em destaque a parte real e a parte imaginária de cada um. Assim, a última 
igualdade acima se descreve: 


(4x +3y)+(2x-6y)i=0-30) 


4x+3y=0 


e dela tiramos o sistema 
2x-6y =-30 


que resolvido fornece x=-3 e y=4 


2.5) 


2.7) 


Determine z= Ctalque 2) = 8. 


Solução 


Para que possamos utilizar a igualdade de complexos, fazemos z = x + yi 


(x e y reais). Então, z”=B se escreve: 
xryi)=8 
x sax vir  ryi=8 


x +3x?yi-3xy +y il A=8 


Destacando a parte real e a parte imaginária de cada membro, temos: 


(e 3x2) + (3xºy — yo i=8+Di 


3 2 
- 3 =8(| 
e dal o sistema E id () 
3x2y -y* = 0 (11) 


Fatorando a equação (Il): 
y(3x* -y2)=0 


obtemos y=D ou yº = 3x2. 


Fazendo em (l), y= 0, vem x=2. ; 
Substituindo, em (|), y” por 3x), vem x=-—1e, portanto, y = +43, 
Logo, os valores dez = x + yi são: 


(x=2y=0D)—oz=2 
(x=-1y=33)6 z=4+ 43i 
(x =—1y =-3] o p= 143] 


Determine ze € para que se tenha zº+5=27 
Solução 
Fazendo a substituição z?+5=2z (x e y reais), temos: 


zº+S=2265 (x+yi)? 


Iê 


+5=2(x+vi)= 
o (x +2xyi+yi2+5=2x+2yi 
o (x? -y2 + 5)+2xyi= 2x+2yi 
Desta igualdade tiramos o sistema: 
fx2-y2+5=2x 1) 
[2x =2y a) 
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2.8) 
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Da equação (Il), y(x-1)=0, obtemos y = 0 ou x=1. 

Para y = 0, a equação (|) não apresenta soluções reais para X. 
Para x= 1, a equação (|) fornece y = + 2. 

Logo, onúmeroz=x+yi é z=1+2i ou z=1-2i. 


Outro modo — A equação z? +5=2z pode ser escrita: 

z2-22+5=0 
Trata-se, então, de uma equação do 2º grau de coeficientes reais, 
podendo, por isso, ser resolvida como segue: 


biVA 2+/016 2+/162 2+4 
Z= = TT am =1*+2i 
2a 2 2 2 


Assim z=1+2i ou z=1-2i. 


O leitor deve entender que este processo só foi utilizado no momento para 


facilidade de calcularmos a raiz quadrada do discriminante A, que, neste 
exemplo, é um número real (A = — 16). 


No caso em que 4 resultasse um número imaginário — e isso pode ocorrer 
quando os coeficientes da equação não são reais — teríamos alguma 


dificuldade em calcular a raiz quadrada de A. No capitulo 5, exercício 5.12, 
mostraremos como enfrentar o problema. 


Sabendo que a equação em x: 
x2+(a+bi)x+c+di=0 
(onde a, b, ce d são reais não nulos), admite uma raiz real, mostre que 
abd=dº+ b?c. 
Solução 
Sejax=o a raiz real da equação. Então: 
aq? +(a+bi)a+c+di=0 ou 
o? +au+bai+c+di=0 ou 
(a? +aa+c)+(ba+d)i=0+0i 
Da igualdade de complexos, tiramos: 
Ja? +au+c=0 (1) 
lba+d=0 (II) 


d nda 
De (ll) vem q = E substituindo em (1), obtemos: 


2 
8) free 
2 
Gr E+e=0 


d? -abd+b?c=0 
Logo: d? + bic = abd, 


2.8) 


2.10) 


Considere os complexos Z;=senca+ricosq e Zy=cosg-iseno, on- 


de « é um real qualquer. Mostre que, se z=Z;»z então-1 sR,(z]£1e 
=] £ Im (2) 5 1. 


Solução 


Z=2,;M, «= (seng+icosajicos a -isenca) 
z=seng cosa-isenu+icos?a-il sengcosa 


z=(2senacosw)+(cos' a-sen'a)i 


2seno cosa = senZa 


&s fórmulas Inigonométricas do quadro ao 
cos? x -seng = cos2a lado permitem escrever: 


Zz=senZa+ricos2a 


“— e? —— 
Retz) imiZ) 
Como R,lz)=sen2Zo e -Í<sen2e si, temos -1I<R,(z)s 1. 
Como ImiZ)=senzZa e -1$cos2a <1 temos -1Islz)<1. 


Determine o lugar geometrico dos pontos Píx, y) da plano cartesiano para os 
quais O produto de números complexos (x+yilly +xi) seja di. 


Solução 
(x + y)(y + xi) = 4i 
xy + xir yr gy? = 4i 
xy +x2+y2-xy =4i 
0 +(x2 +y2)i=0+4i 
Temos, então, que x + y=4 


Da Geometria Analítica, sabemos que uma equação da forma x? +yº =r? 
representa uma circunferência com centro na origem (0; 0) e raio lr. 
Fortanto, o lugar geométrico procurado é a circunferência de centro O (0; 0) 
é ralo 2. 
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Exercícios Prapostos 


2.11) Sendo 2,=3-2,27,=2+5i e 2,-1+i, calcule: 


a) 2/+24+2Za 
Db) Z,-32, +iz, 
C) 2/25 XZ4 
d) IZy+ 24X 
e) [Dai 
9) zi-zi+2a 


2.12) Calcule: 


a) (37º 
by (tei)” 
co (-1-nÉ 
dy (1=i)"º 


2.13) Determine q real x de modo que o complexo z = (13i - 6) + (2x+])x(3 = 2xi) 
seja! 

a) real 

D) imaginário 

c) imaginário puro 

e.14) 


A que condição devem obedecer os reais x e y para que z = (X + yi)x(y + xi) 
seja Um imaginário puro? 


2.15) Seja z=ai(a-2i)-(10+9i), as R. Determine a para que se tenha: 


a)R,iz)2 0 DJ lmkZ)< O C)Relz)j<0 e Imiz)20 


2.16) Sendo z,=2x+yl, z;=y-2xi e z,=1-i, determine os reais x e y tais 
que: 


a) 2,+2)=232; - 2 
D) 2,52, = 2) +(1+1) 
2.173 Determine q real x para que: 
a) x2+xi)-6i2 = 9i 
b) (x-Di)iz+xij= 14 


ab 


2.18) 


2.18) 


2.20) 


2.21) 


2.22) 


2.23) 


Determine Ze C, tal que: 
ajz?=3+4i 


bpz) =-27 

Determine Ze C, tal que: 

ajz?=2z-3 

b)z? +142+50=0 

Sejam os reais a, b, ce d não nulos. Sabendo que a equação em x' 
xº+(a+bix+c+di=0 

admite um número imaginário puro como raiz, mostre que abd = dé — ae, 

Escreva na forma algabrica a + bi 05 seguintes números complexos 

2 


TE KI 
a) CO— +iSen—, 
12 12) 


2 
+ % 
b)2| sen ricosa 


| 
8/ 
Sendo a & b números reais e a+bi=(seno+icoso)jicosm-isenu), mos- 
tre que a*+b?=1, vaeR. 
jz 


|2 


Sejane R-1—+km ke 2|- Sez=(I+itgali-itga) mostre que Re(z) 2 1 


E Iniz)=0. 


Z.5- As potências naturais de i 


Consideremos as potências do tipo i”, onde n é natural. Vejamos alguns 
exemplos: 


O =1 =P =(-9)(-0=1 
Ei Pedeqaesi 

É =—1 Pa=iigl=td=-)=-1 
P=Pu=(-Dá=+ Pete = td-1)= 


Começamos então a perceber que, à medida que n cresce, os resultados de 
i”, vão-se repetindo periodicamente, assumindo sempre um dos valores da 
sequência: 

1,1,-1,-i 


sg 


sendo, pois, de 4 unidades o período de repetição; isto nos sugere que, para 
calcular o valor de i”, basta elevar i ao resto da divisão euclidiana de n por 4. 


De fato, se dividindo n por 4 encantramos quociente q e resto r, temos: 


n [a o n=4q+reir<á 
r q 


Então: 

Psi cg = (19) =(0)%W = 
e, portanto: 
Exemplos 


a) Calculemos |”, 


Como r = 3, temos: 8” = 


[=+ 


b) Calculemos i**. 


726 | 4 
32 181 
06 


Como r = 2, temos: ;'28 =D = 4 
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Quando o expoente n é maior que 99, podemos facilitar a regra açima utilizando 
um resultado da Antmética que nos diz: 


Q resto da divisão evcliviana de um número natura! nin 2 700) 
por é poge ser obtigo dividindo por 4 apenas o número formado 


peitos dois últimos algarismos de n. 


Assim, no caso do exemplo b acima, podemos fazer: 


726 | 4 ou, simplesmente, 28 4 
32 481 cent) 8 
08 pa 


.B3E 754 
c) Calculemos i Ê 


Como o número formado pelos dois últimos algarismos do expoerte é 53, 
fazemos: 


836753 (Dj 


Observação: Na realidade, as quatro igualdades acima são válidas para todo 
k ce £. Basta notar que, independentemente de k ser positivo ou 
não, temos: 
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Exercicios Resolvidos 


2.24) Quantos valores distintos assume a expressão A=i" +i”,neN 


Solução 


ing on ADA É 1 A 
A=i + E De A 


Se n é par, temos : 


e portanto: 


=1+1 
i 


=0 


Se n é impar, temos (-1)" =-1 e, portanto, À = 


Logo, A assume três valores distintos: —1, 0,1. 


2.25) Determine a relação entre os naturais m e n para que i” =”, 
Solução 


Dividindo a igualdade dada por |”, temos: 


ou seja, TP =1, 
Como 1=i“* para todoke Z, vem: 


m-n= 4k (m — n é múltiplo de 4) 


Exercícios Propostos 
2.26) Calcule: 


a) ;38 
b) ia 
d) 1307533 


e) [32 Pai of? -;º2 


1 (14) 
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2.27) Sendone RN, calcule: 


-n iPisn 
ajA=D DA = pint GA = 
! 


| me. 


2.28) Quantos valores distintos assume a expressão À = Mr O na No? 
2.29) Determine a relação entre os naturais m e n para que se tenha: 


aj =i" b) Fr = jr? 


2.5 - Conjugado de um número complexo 


Sejaz=a+bi(a e h reais) um número complexo. Chama-se conjugado de z O 


número complexo: 


ajSe z=5+11 seu conjugado é 2=5-11i 


Exemplos 


bjSe 2=1-6i seu conjugado é 2=1+6L 
)2=%e»2=-% 
djz=5es2=5 
e)=7+5i==7-5i 
f) 2=3+4i6 Z=3-dio (2)=344i 
É imediato que: 
1º) Se z=2? então z é real (veja exemplo d acima). 
29) (2) = z (Veja exemplo f acima) 


Urm resultado muito importante é dado pelo produto de um número complexo pelo 
seu conjugado: 


zx =ta+hida-bij=a?-(bi)'=a?-bi?=a?+b? 


ou seja, e produto zxz é sempre um número real não negativo: 


(asbilla-bij=a?+b? | 
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Exemplos 

g) (3+4i)(3-4])=32+42=9+16=25 
h) (2-5i)(2+5i)=22 +(-5)2 =4+25=29 
D (V2+)(V2-)=(/22+12=2+1=3 


2.7 — Divisão 


No exercicio 1.18, aprendemos a dividir dois números complexos multiplicando O 
primeiro pelo inverso do segundo. Agora, utilizando o resultado do produto zxz 


visto O item anterior, podemos efetuar a divisão de forma bem mais prática. 
Acompanhemos o exemplo: 


2+i 2+) 5-% 10-6+5-32 43-) 13 4, 
: a 


5+3 5+3 5-5 5242 34 34 34 
Assim, temos que. para se efetuar a divisão Sa basta multiplicar nume- 
22 
rador e denominador pelo conjugado do denominador. 


Exercicio Resolvidos 


30) Calcule Rm 
2-i 


Solução 
33 2+ Gral -3+6 3,6, 
2-i 2-1 241 224(-9)? 5 5 5 
2.31) Determine o inverso de z nos seguintes casos: 
a) p= 14 di b) z=i 
2 
Solução 
1 7: ic 
f-—) 14-—) 1--i 
a) z=teliozt=ele = e x dedo sê ai 2; 
2 Aee] 191 1=5i 16= - 58 
2 2 2 4 4 
prado dd cla ata! 
Zi ia 1 
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232) Determine xe X para que Z= Má 


2.33) 


a) real 


Solução 


2x +41. 
- Seja: 
xi 


b) imaginário não puro 


Vamos determinar as partes real e imaginaria de z, efetuando a divisão: 


2x+i 


“IJ+Yi 


7x 
Assim, RalZ)= 5 
9+x 


:—— > E—>————w— 2 + 


2x+i3-xi Gux+2xi+rai- xi? 7x 3-2x 


3+xi 3-4) g + x? D+x* D+ x? 


Re 
+ x? 


e Im(Z)= 


a) Para que z seja real, devemos ter L (2) = 0. Então: 


3-2xº 


9+x 


=0=3-2x 05 x=a [3 as YO 


2 2 


b) Para que z seja imaginário não puro, devemos ter R,(z]= 0 e In(z)2 0: 


Retz)s0 => 740 > fx20 > x20 
É à 
— B a 
Im(Z])=0 => É E is oa 
+* 
JE J6 


Então: a 


então bc = ad. 


Solução 


.a+bi 
c+di 


2 


bi ; 
Seja Z= ondea,b,cedsão reaise c+ diz D. Mostre que seze x, 
cadi 


(a+bi)(c-di) ac-adi+bei+bd ac+bd pe-ad, 


terdite-di) cd? “sd cam 
be-ad 


ZeR>lig)=0=—>——==0D=>bc-ad=0=bc=ad 
a Moi 
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2.34) Determine ze T'ta! que iz+22=-3-3i 
Solução 
Fazendo z=x+yi(xey reais), a equação fica: 
ilx+yD)+2(x-yi)=-3-3i 
xi+yil +2x-2yi=-3-3 
(2x-y)+(x-2y)i=-3-3i 
2Xx-y =-3 
Então: | : 
Ix-2y=-3 


Resolvendo este sistema, encontramos x=- 1 e y=1. 


Portanto, 2z=x+yi=—1 +. 


2.35) Determineze Ctalque (1+i)z + 2-3i=3 + 1. 
Solução 
É evidente que podemos resolver esta equação fazendo, como no exercicio 
anterior, Z = x + yi. Vamos, no entanto, cuidar deste caso apenas isolando z: 


(Irijz+2-3=3+i 
(1+i)z=3+]-2+3i 
(I+ri)z=1+4i 

1+4i 


+, = ——E— 


1+i 


Efetuando a divisão: 


(1+i)(t-i) LR Sá 2 


5d; 
Logo: Z=-+-—1 
2a 


- 1+ 
2.36) Seja ze Ctalque Zzxz=1. Prove que Er com Z*=1. 
+Z 


Solução 


Tomando z=a+bi a e b reais, temos que: 


46 


zx=I=a*+ bí=fe 

l+z tra+bi (rarbi)(i+a+bi) (1+a=bi)? é [Uraj+bij” 

1+Z 1+ra-bi (I+a-b)tita+b) (1raf+b? 1»2a+a2 -b? 
1 

Mrafsaiicabi-b  t+2a+a2 2 2(14a)bi-b? 


1422 +] le 2(1+a) 
Arzara?-p? H 2a Jams" =(1=80) EE 
2(l+m) d(t+ra) eti+a) 
2 
ie + bi = sopa) + bi= as-bi=z 
2(l+0) alt+a) 
Exercicios Propostas 
2.37) Efetue as divisões: 
tai 10-i 1+ ai 4-3 
a : b) -——— Ç R o E 
3+2 a =] PT 
t+? 6i 


RES: q 


2.38) Determine o inverso do complexo z nos seguintes casos: 


aj 2=-3i 
b) z=1+i 
e) z=""/93 ,]%8 


d) z=cosx+isenx, xe R 


E 30 x+4i 0. 
2.39) Determine xe R de forma que o complexo — + - seja: 
xº+4 2+%i 
a) real bj imaginário não puro 


2.40) À que condições devem obedecer 05 reais a, b ce d para que Z= 


seja um imaginário puro? (c + di 0) 


4+wW 
2.41) Determine o imaginário puro w para o qual Z= RE 


2 
1 
2.42) Mostre que, se 2Z=cosa+isena, ce R, então cin 


[E 

H 
I 

—a 


243) Sendo Zz=sena+icosa, prove que — =2z, 
+2Z 


2.44) Determine Ze Ctal que: 


a)z2-2x7=4-3 
b) 22-i2=15 
c) 2= (2)? 

d) 2=1X -ixz 


2.45) Determine ze T tal que: 
ajiz + 3-i1=4+3 b)(2-3i)z+5-i=4 
o)(I+ijz+1i-3=-2iz 
2.46) Efetue: 
a) (1+ 74 (3-5) 
b)(1+7i)+(3-51) 
c)(1+2)43-1) 


, d)(1+2)43-1) 
(E) 
s) 1+1 


1) 28 
1+I 


2.47) Propriedades dos conjugados - Sendo 2, e z; números complexos 
quaisquer, prove que: 


19) 2,+25)=2,+25 


2º) 24 XZs z 21 xZ2 
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2.48) Mostre que, para todo n natural, (z") = (2)". 
249) Sabendo que ze EC e 2z/+37º =a+bi ae breais. mostre 
227" +37) =a-b 


250) Considere a equação (E): ax? + x +y=0 onde me Rey são reais (1 * 0). 
Mostre que, se número imaginário z é raiz de (E), então Z também o é. 
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Capitulo 


À geometria dos 
3 números complexos 


3.1 — O Plano de Argand-Gauss 


Sabemos que os números reais podem ser associados aos pontos de uma reta, 
isto é a cada número real corresponde um ponto da reta e a cada ponto da reta 
corresponde um número real: 


3 
—Tt 2 V2 2 
=8 E. < 0 1 2 3 4 
Como representar graficamente um número complexo? As próprias defi-nições 
dadas: 


— Um número complexo z é um par ordenado de números reais a e b 
Z=(ab)j=a + bi 
—Cskxk 


são, por si só, suficientes para percebermos a possibilidade de representação 
através de um ponto do plano cartesiano. 


Vamos, então, a cada número complexo z = a + bi, associar o ponto P(a; b) do 
plano cartesiano. Desta maneira: 


À cada número complexo corresponde um único ponto do plano cartesiano, e 
a cada ponto corresponde um único número complexo. 


Chamaremos o ponto P de afixo ou de imagem geométrica do complexo z. 


Y4 


P(ab)=z=a-b! 
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Exemplos 


Consideremos os pontos assinalados na figura: 


a) O ponto M é a representação gráfica do complexo 3 + 2i. 

b) O ponto N é o afixo do complexo — 3 +. 

c) O ponto P(2; - 3) é a imagem geométrica do complexo 2- 3i. 
d) O afixo do complexo - 2 +0i=-2 é 0 ponto Q 

e) A unidade imaginária i tem por afixo o ponto R(0; 1) 

f) O afixo do imaginário puro — 2i é o ponto S(D; — 2) 


À representação gráfica dos números complexos foi introduzida através de estudos 
de Caspar Wessel (1745-1818), publicados em 1798 na Revista da Academia 
Dinamarquesa. No entanto, a ideia sô começou a ser reconhecida a partir de 
1806, quando Jean Robert Argand (1768-1822) publicou sta exposição. À 
incorporação definitiva da representação gráfica à Matemática só se deu quando 
da divulgação dos trabalhos de Carl Friedrich Gauss (1777-1855), durante a 
segunda década do século XIX. 

Por isso, quando o plano cartesiano é utilizado para representar números 
complexos, é costume chamá-lo de Plano de Argand-Gauss. 


Observemos que: 


-— todos os números reais têm seus afixos no eixo Ox; por isso Ox é chamado 
eixo real; 

— os números imaginários têm seus afixos fora do eixo Ox: em particular, os 
imaginários puros são representados por pontos do eixo Oy, que, por isso, 
é chamado eixo imaginário. 


Exercicio Resolvido 


3.1) Represente, no Plano de Argand-Gauss, os afixos dos números complexos 
z tais que: 


a) Re(z)=2 b) Im(2)21 c)-2<Re(2)<1 
d)Re(Z)-Imtz) = 0 
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Solução 
Façamos z=x+yi, comx e y reais. Então: 


a) Re(zgj= 2» x=2 

No plano cartesiano, a equação x = 2 
representa uma reta vertical traçada 
pelo ponto (2, 0). 


b) Imnigiztoyz1 Y 

Esta desigualdade representa a região 

do plano situada acima da rela E a 

horizontal da equação 4 = 1. 

(incluem-se os pontos dessa rela). Fr 
Õ Ê 


&) -2<Rolzgsio -2<xE1 

Esta desigualdade representa a faixa 
vertical do plano delimitada pelas re- 
tas, x=-—- 2 ex = 1 excluidos os 
pontos da primeira. 


d) Relz)-inld=D x-y=0 

Da Geometria Analítica, sabemos que DX 
x+y=0éa equação da bissetriz dos 0 
quadrantes Impares. 


Exercícios Propostos 


3.2) 


Represente, no Flano de Argand-Gauss, os afixos dos números complexos 
z tais que: 


abi<iniz)<3 
b)D<Reiz)s3 e -2<hiz)£0 
c) Ritzj+ 2 (2)=9 
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3.3) Determine o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z para 05 


quais o quociente = e um imaginário pura. 
Zz 


34) Represente graficamente os números complexos 2 = (2; y) para os quais: 
(x— 2y))(2y — xi) = —16i 


3.2 — Módulo de um Número Complexo 


Considerado um número complexo 2=a +bi o 
ponto p (a; b) é o seu afixo. À distância p, de P 
atê a origem O é facilmente obtida pelo teorema 
de Pitágoras: 


[= 
à 


— 
peal sb >p=val+b? 


Pois bem: esse número p (real e não negativo) é chamado módulo do número 
complexo z. podendo também ser representado por |7. 


Temos, então, duas maneiras de entender módula de um número com 
plexo z: 


ty — (algebricamente) módulo do número complexo z = a + bi é o número real 
não negativo dado por: 
iz=p= Va? 4b? 
2º) —(geametricamente) móduto do número complexo z é a distência do afixo de 
z ate a ongem: 
| =p =3op 
Exemplos Ed 


a) Sendo z = 2 + 31. temos: 
la=|2+3]= 22.3 


Logo, ij=p= 3 


E] 
4 
' 
4 
4 
4 
4 
] 
+ 
r 
k 
] 

i 
, 


5d 


hj Senda z=- 4 -— 3i, temos: 
lzl=|-4-3]= Jt-5)2 + (-3) 
Logo, |[]=p=5. 


e) Sendo z=-3=-3+ Oi, temos: y4: 
al = [-3]= yt-33? + 0º 
Logo, |7]=p=3. 


Note, neste exemplo, que z é real e a definição de mádulo de um número complexo 
está de acordo com a definição de módulo de um número real, que ja conheciamos 
do volume 1 desta coleção. 


dSejam P;oafixo de z=3+2 e P> o afixo y 
de seu conjugado Z=3-2i 2 fe. seres P 
Repare que: ASA 


1% P; e P; são simétricos em relação ao 
eixo O, Õ 


2º) |27|- [2 = 13 o Ls : 


3.3 —- Propriedades Imediatas do Módulo 


Sendo z e w dois números complexos, valem as propriedades: 


12zi=|Z| 
2ºylzmwl=|z|dw| 


sopZ|slo  qw=0) 
[w 


[we 


Suas demonstrações são imediatas, podendo ficar a cargo do leitor. 


ES) 


Exemplos 


- fd=[12+5]= 122452 =13 
a) Sendo z=12+5i temos 2z=12-5i e ne 
ld=|2-5|=/122+(-52 =13 
b) |(2+3)X1-4i)|=[2+3i/41-4i= 
= [22432 w[124(-4)2 = V13x/17 = 221 


1-3, p-3] Jp “o sp 


2+i) [24] 422412 5 


Exercicios Resolvidos 


3.5) 


3.6) 
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Qual o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z tais que 


jaj=3? 
Solução 


Podemos resolver este problema de dois modos: por um simples raciocínio 
geométrico ou analiticamente. 


1º modo- Como sabemos, o módulo 
de um número complexo é a distância 
de seu afixo até a origem; estamos, 
então, procurando o conjunto dos 
pontos cuja distância até a origem 
seja 3. 


Ora, sabemos que o lugar geométrico 
dos pontos do plano, cuja distância a 
um ponto fixo deste plano é 
constante, é uma circunferência de 
centro na origem e raio 3. 


2ºmodo — Fazendo z = x + yi, temos: 


2=35 (0 +y? =35x)+yº=9 (|) 


Na Geometria analítica (vol. 6 desta coleção) aprendemos que a equação (1) 
representa uma circunferência de centro O(0; 0) e raio r = 3. 


Assim. o lugar geométrico procurado é a circunferência da figura anterior. 


Qual o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z tais que 
|2/437 


3.7) 


3.8) 


Solução 
De modo análogo ao exercício anterior, concluimos que a região do plano 
correspondente à condição dada é o circulo de centro O(0: 0) e raio 3 (sua 


relação x? + y? so. 


Represente graficamente os números complexo z que satisfazem a equação 
2 

|z|2 = 2º. 

Solução 


Fazendo z = x +yi, temos: 


jzbx=2>(WX-y Pá=t-y) ot yi=x2-y? -2xi 
Desta igualdade de números complexos vem o sistema: 
o mete y2 
|x2 +y2=-2x 
que também pode ser assim escrito: 


Jtx+y)xx-y)=0 
|x+y=0 


É fácil, então, perceber que essas duas equações são simultaneamente 
satisfeitas apenas pelos pares (x; y), que obedecem à relação: 


x+y=0 

k Y ah 
que, conforme a Geometria Analítica, ) 
representa a bissetriz dos quadrantes Je 
pares. : 

& X 
" 
Sendo w = 1 —i, represente graficamente os números complexos z tais que: 
|z+w|2|z-wi 

Solução 


Fazendo z =x + yi, temos: 


57 


jzsw=|eryi+t=id=|o+0+(y=Dif= 0412 +(y-1)? 


jz-wi=|eryi-(i=dij=[e=0+(y == = 12 +(y-1? 


Como |2+w|2|z-wl, podemos escrever: 


Va ay? > lx +(y= 1? 
+ +ty- DP i-)+(y-1? 
x +2x+12x2-2x+1 
4x20 
x20 


Portanto, a representação gráfica dos y 
complexos z tais que |z+w|2|z+wil é 


o semi-plano da figura ao lado. 


3.9) Determine a área do poligono cujos vértices são os afixos dos números 
complexos z tais que |[2|=1 e Re(Z2) = 0. 


Solução 
Fazendo z=x*+ yi, temos: 
1º) |z| to (x-y sto 2 4y2=1 (1) 


29) 2 =(x+yP=(-y2)+2xyji 
Como Rel(2?)=0, vem x? - y2 = 0. (1) 


()) é a equação de circunferência de centro na origem e raio 1. 
(Il) é a equação do par de bissetrizes (x+y = 0 ou x-y=0). 


y, 
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Assim, os afixos dos complexos que satisfazem simultaneamente as duas 
condições são os vértices de um quadrado cuja diagonal tem medida 2 
(diametro da circunferência). 

Logo, a área pedida é: 

diagonal É 4 


———.— =— — a 
E) 
3.10) Sendoz e w, Z = w, dois números complexos tais que: 


S = (lado)” [ 


1º) Jzl=[w]=1 
2º) z2xw é imaginário puro 


determine |z é w| 


z-w| 
Solução 
Fazendoz=a+bi e w=c+di, temos: 
elrl=15 Jasbi=1o alsb=1 
e lwl=1> Vel+d=1> ci+d?s1 
» zxw=(a+biltc-di)=ac-adi+bci+bd = (ac+bdj+(b-ad)i 
Como zxw é imagináno puro, ac+bd=0 e bc-ada D 
Então: 


Ma+c)+(b+aji] 


lz-w| |la-c)+(b-dii] 


gvtarc))+(b+o) a fa? + 2ac +e?+b? +2bd+ dº 


(a-c) +(b-d) “Va?-2aç+c2+b? -2bd+d? 


Como a +b'=1 e c?+d'=1, essa última expressão pode ser escrita: 


2+W - 1+1+2ac+20d | [2+2(ac +bd) [2 
2-wW 


“Ni+1-2a0-2bd V2-2ac+ba) V2. 
Se e? 
[E 
3.11) Prove, utilizando o Princípio da Indução Matemática”, que |2º =|2]" para to- 


do nalural n > 1. 


“Veja volume 2 desta coleção, p. 35. 
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Solução 
Teorema 1 — À igualdade é válida paran = 1: 
|z!|= Z=| z|! 


Teorema 2 — Vamos provar que, se a igualdade é valida paran = k, então o 
é paran=k+ 1. 
Hipótese: 2 «| 


k+1 
qt+1 + 


Tese; 


=lz| 

Vamos partir do primeiro membro da tese e utilizar a propriedade: 
|zxwl=|z|4w|. 

Hipótese 


Eid 


E " 
= |2* x = || xz)=[z]º dz|= aj = (2º membro da lese) 


(5-9 


Aplicação: Vamos calcular 


(tJ3 -9º [=] 3 -if=| Ve? +) =[V4]!=2º=256 


» Exercicios Propostos 


3.12) Calcule 
a)|? —24i| 
b)J(2+3)x1-1)| 


aee ais E +2i)l 
i+i 


(42 +42 | 
(+ 2/29/] 


3.13) Represente graficamente os números complexos z tais que: 


a)z|=2 biz z2 015/2752 


3.14) Determine o lugar geométrico dos afixos dos números complexos z para 05 


quais: 
aljzi+z=2+4i b)jz-3]=/|2+2] 
c)lz-1+2]=2 d)jz-1+2]s2 


so 


3.15) Represente, no Plano de Argand-Gauss, os complexos z tais que: 
a) |2+2]+|2-2]=6 
b) |z+2]+|2-2=6 


3.18) Sendo w=cosu+isenc areal determine o mádulo do número complexo 
ê 


N 
D 


z para o qual tem-se 


3.17) Sendo z e w números complexos tais que: 


19) [d=|w/=1 
poJ2+w = HO 
| Dw 


” " 

z 
determine R.| À | 
(W) 


3.4 - Outra Propriedade do Módulo: a desigualdade triangular 


jz+w|s |2)+wl 


Sendo z e w números complexos quaisquer, lem-se que: 
Examinemos um exemplo. Sendoz=1+3 e w=2+i, lemos: 


«|[2+w| = |3 + di =uv,4 =5 
«pl=[t+3)=V2+32=V10=3,16 
juj=[2+]=V22+ 1 = 522,23 


De fato, temos 5 < 3,18 + 2,23, portanto, neste exemplo vemos que o módulo 
da soma e menor que a soma dos módulos, 


Pelo gráfico abaixo, a situação torna-se 
visivel: a figura mostra um paralelogramo, 
onde os lados têm medidas |z| e |wle 


uma diagonal mede |Z + w|. 
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Assim, observamos que hos trangulos em que o paralelogramo está dividido, Ds 
lados têm medidas|z), [w] e jz+wiida Geometria Plana sabemos que (num 


triângulo) cada lado é menor do que a soma dos outros dois. Dai a propriedade: 
jz+w|<]2)+ [4] 
ser conhecida como desigualdade triangular. 


Fica evidente que, quando |z| e |w| estiverem representadas por segmentos 
contidos numa mesma rela que passa pela origem, ocorre O caso em que 
|z + wel=[|2)+|wl. 

Porexemplo sez=i+2 e w=2+di 
tnote os pontos (1: 2) e (2: 4) 
pertencem a reta da equação y = 2%), 
temos: 


«jz+w|=|3+6]=9+36 = 3/5 

elzj=[1+2]= isa = 45 

«jw|=|2+4]=4+16=2/5 
(3/5 = 45 +2/5) 


Demonstração da propriedade 


Seamgzza+r+bi e mwm=c+d,oa be e dreais Assim temos 
z+w=(a+c)+(b+do), 


A desigualdade |z + w| 5 |2]+/w| pode, então, ser escrita: 


Vlarc2+(d+dP sda +b2 + vel ra? 
Elevando ambos os membres ao quadrado, ela é verdadeira se: 
(arc +ib+ dj <a? +62 +2y(a? +b?)(c* + dº) +e* + dé 


que simplificada fica: ac+bds V(a? +h2)(c2 + 0º) 


Quadrando novamente ambos os membrosa desigualdade é verdadei- 
ra SE: 


a?c? + 2abcd+b'd” calo + ad + bel +b'd” 
Isto é, se: 
2abed< ab? +bic? 


Esta última relação é equivalente a: (ad-bc) 20 
que é indiscutivelmente verdadeira, sendo a, Db, ce d reais. 
Portanto, partindo desta desigualdade, revertendo o processo pas- 


sagem por passagem (e cada uma delas é reverstvel), provamos a pro- 
riedade. 
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Exercicios Resolvidos 


3.18) Sendo z um número complexo tal que |z+3-4i/=12, determine o valor 
minimo de |Z|. 


Solução 


Pela desigualdade triangular, temo que: 
|z + 3-4il<|z]+|3-4il 


Como a |z + 3-4i/=12 e |3-4i=/32+(-4)2 =5, desigualdade se 
escreve: 
12<|2]+5 
donde obtemos: 
[Z|27 


Assim, o valor minimo de é |z| é 7. 
3.19) Os números complexos z=a + bie w=c + disãotaisque a>bbxcxdz0 e 
lz+wl=|zi+|wl]. 
Determine a relação entrea, bc e d. 
Solução 


Sabemos que, quando o módulo da soma é igual à soma dos módulos, os 
afixos dos complexos pertencem a uma mesma reta (r) que passa pela 
origem. 


Ya 
d 


Seja, então, y = mx a equação dessa 
reta (r). 

Se (a; b) e r, temos b = ma. (1) 

Se (c: d) € r, temos d = me. (Il) 

De (1) e (ll) temos: 

d 


b 
m=- e m=- 
a c 


Portanto, b = el ou ad= bc. 
a C 


Exercicios Propostos 


3.20) Mostre que, sendo z e w números complexos quaisquer, então 
Iz-wl|s|z|+|w] 
3.21) Mostre que, sendo z4, Z2 e z3 números complexos quaisquer, então: 
|n+z2+2z5]s|zi]+|22)+|2a) 
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Capitulo | 


A trigonometria dos 
4 números complexos 


% 


4.1 — Argumento de um Número 
Complexo 


Sejam, z = a + bi um número complexo bk--===............... p 
não nulo e Po ponto que o representa. 


A medida 6 do ângulo formado pelo 
semieixo positivo Ox e pelo segmento OP 
(tomada no sentido anti-horário) é 
chamada argumento principal do número 
complexo z, e é indicada por arg(z): 


O) |=s2ssqecsanencsessão 


8 = arg(z) 


No caso em que b=0 e a > O, isto é quando P está no semieixo positivo Ox, 
adotamos € = 0. percebemos, então, que: 


Osarg(z)<2r 


Nota: Damos o nome de argumento principal a 6 pelo fato de também serem 
considerados como argumentos do número complexo z = a + bi todos os 
côngruos de 8, ou seja, os ângulos de medidas: 


| 8, = 0+ 2kr | 
rx 


onde ke Z. Assim se 8= 5 é o argumento principal de um complexo z, também 


são argumentos de z; 


2 , E) O) 2) ' 2 . 2 1 . 


No entanto, é frequente que nos refiramos ao argumento principal 8 simplesmente 
como argumento de z. 
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Exemplos 


a) 


b) 


c) 


d) 


Sejaz=-5. 
Temos, então, o ponto P(- 5: 0) no semi- 
eixo negativo Ox. Portanto: 


B=r 


Sejaz=- 3, 
Temos, então, o ponto P(Q; — 3) no semieixo 
negativo Oy. Portanto: 

Ki 


B=— 
2 


Seja 2z=1+V3i 
Calculando | z | temos: 


[2]=p=/2 +32 =V4=2 


No inângulo retângulo OAP, temos: 

- Satetooposto 3 

E hipotenusa 2 

Como 8 é agudo, é imediato que: 
x 


3 


sent 


Seja 2=2/3- 2 
Calculando |z|, temos: 


jzl=p= 2/3) +(-2)2 =4 
Para determinarmos B, vamos primeira- 
mente determinar o ângulo q no triângulo 
OAP da figura, já que é imediato que 
f=2n-0: 


=D fere memereereaor enero 
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: r 
Temos, entao, É = E e, 


portanta: 


Om Dio 
8 6 


e) Sejaz=-3 + 4i. 
Calculando | Z |, temos: 


|2l=p=Y(-3)2+42 =5 


Para determinarmos €, vamos primeira- 
mente determinar o ângulo « no triân-gulo 
CAP da figura, já que é imediato que 
B=180º - q. 


sena -5 = 0,8000 


Consultando a tabela do Anal do livro, 
temos ca 53º 


Logo, B=180º-53º =127º 


4.2 - À Forma Trigonométrica dos Números Complexos 


As definições de módulo e argumento de Z nos permitem escrevê-lo numa nova 
forma, além das ja utilizadas: (a; b) (cartesiana) e a + bi (algébrica). 


Se lembrarmos que os sinais das coordenadas (a; b) de um ponto do plano 
cartesiano são, em todos 05 quadrantes, 05 mesmo que os do cosseno e do senso, 
respeclivamente, & facil verificar que para todo número complexo z = a + biz O, 
cujo módulo é p e cujo argumento é 8, valem as relações. 


Esno=s e cos8= 
p 


| 
| 
Pim, 
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Dessas igualdades, tiramos; 
b=psenb e a=pcosg 
Fodemos, então. escrever: 
z=a+bi = pcosê + (psen 6h 
isto é: 
z=pí(cos9 + isen 6) 


que e a forma trigonométrica do complexo z. 


Exemplos 
a) z=-5 temp=3 e 6=r veja exemplo a, do item 4.1) 


Fodemos, então, escrever: z=-5=5 [cosg+isenH) 


b) z=-I temp=3 e 9-5 (veja exemplo b, do item 4.1) 


Então: Pe | PEL + nã 
Vo 2 


e) 2=1+43 tem p=2 e 6=5 (veja exemplo c, do item 4.1) 


— ( 
Então: 2 =14 diz 2| cos + sent] 


11 
dy 2=2/3-2i tem p=4 e dem (veja exemplo d, da item 4.1) 


Então: 2 = = 9243 - 2l = a(cos!E + ise nie) 


Observação: Como, da Trigonometria, temos que dois arcos (ângulos) côngruos 
têm senos iguais e cossenos iguais, é evidente que a forma trigo- 
nométrica de z pode ser escrita com qualquer dos argumentos de z 


dados por 6, =0+2kr,. ke Z, isto é: 
z=picosB+isenbB)=pícos 0, +isenB,) 
For exemplo, como me 3r são côngruos, podemos escrever: 


z=-5=5Sicosm+isenr|j=5(cos3z+isen kr) 


BS 


Exercicios Propostos 


4.1) 


4.2) 


4.3) 


4.4) 


Escreva na forma trigonométrica os números complexos: 


a)z = 3 
bjz=V3+i 
cjz = Si 
djz=-3+3V3i 
ejz=-1 
fz=—1-i 
giz = di 
hz=3-3i 


Escreva na forma algébrica os númeras complexos: 


r x 
a) 2=6[cosã + send) 
3 E 
HE. sois 3 
bj) z=cos— + isen— 
4 4 


o 2) 
C]) 2= ZJEOs— + | 8en— 
Ç 6 6 


i MR: 
Mostre que se o numero complexo z tem argumento 6, então zº lem 
argumento 28. 


Sendo 8 e B> com 8 + 6, = 27, os argumentos de dois complexos de 
mesmo módulo, mostre que tais complexos são conjugados, 
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Capitulo 


Operações na forma 
5 trigonométrica 


5.1 — Introdução 


Quando introduzimos a forma algébrica dos números complexos, notamos que 
certas operações, como a multiplicação e a divisão, tornaram-se bem mais simples 
de se executar. 

A forma trigonométrica. por sua vez, tem a vantagem de simplificar o trabalho de 
potenciação e de radiciação de números complexos, como veremos a seguir. 


5.2 — Multiplicação e Divisão 
Sejam os número complexos [não nulos): 
Z,=p,(c0s9,+isendB,) 
Z, = p,lcosb, +isenbB,) 
Vamos calcular o produto 2, x>5 
Z;X, = pylcosô, + isenB;)pa(cosA, + isenBa)= 
=p,paolcos6, cost, + icos6, sent, + isenB, cosê, + i? sentf, senô,)= 
=p, pa[tcos8, cosf, - senf, senf,) + i(send, cos8, + send, cosB,)| 
Como, da Trigonometria, temos que: 


cos6, cosd, -— send, sen; = cos(0, + 0,) 


senf, cosB, + senb, cosB, = sen(A, + 85) 


ESCrevemos; 


onde lemos que, para multiplicar dois números complexos na forma trigonométrica, 
basia multiplicar seus módulos e somar seus argumentos. 


É fácil verificar que esse procedimento pode ser generalizado para um número 
qualquer de fatores: 


2, X2, XX. =P, pap; x. mp [c050,+8,+04+..+0,)+ 
+isen(B,+8,+0;+...+0,)] 


1 


E. 
Vamos agora calcular q quociente é 
2 


2 py(cosB, + isenf8,) pilcosB, + isenô,) (cos, —- isenB,) | 


2 — O T——— 


z;  palcos0, + Isen6,)  palcos8, + isend,) (cos0, - isenô a 


— Oi| cosa, cos8; - icos9, send, + isenB, cosB, - i? sen 6, sen6 4] 


palcos? 8, — i? sen“8,) 


p, Iícosd, cosB, + sen8, seng,) + i(senô, cos6, - senf, cos6,)] 
ia 


cos? da + sen'8, 


Como. da Trigonometria, temos: 


c0s6, €050, + senô, senb, = cos(8, - B,) 
send, cosB, + senB; cos0, = sent8, — 65) 


cos*60, + sen'8,=1 


escrevemos: 
Z4 


= LL cos (8, - 8,) + isentô, - 0,)] 
Z2 Po 


onde lemos que, para dividir dois números complexos na forma trigonometrica, 
basta dividir seus módulos e e subtrair seus argumentos. 


Exemplo 


; A x) 3z 3z | 
Sejam Z, = 6jcos- + isen-l & z; =/|cos— + isen— 
(4 4) 2 2 
Para calcularmos z, xz,, fazemos: 
forma = 62 =12 
K dr. fx 
BD, + 6 a +— = — 
(pe-8 2 4 


e escrevemos. 


fx TR 
2X, = 12[cos E + isen— 
4 4 


z 
Para calcularmos =! fazemos: 


Z; 
Ei eq 
Pa 2 
x 3a 5z 
q - => => s=- 
| ACRE 4 


t2 


e escrevemos: 


Note-se que, neste resultado. o argumento obtido não é o principal! 6. e sim o seu 


á Sr 
côngruo ar RE so desejemos a resposta em função de 6. devemos calcular a 


pm aa g : 48 ; 5r 
primeira determinação positiva dos arcos da mesma extremidade que a 


podendo, depois, escrever: 


Z; É SR E] 
+ = 3/cos—- + isen— 
Z» A 4 4 


5.3 — Potenciação 


Com base na multiplicação, na forma trigonométrica, vamos verificar como se 


processa o cálculo de potências da forma 2z"=(a+bi)" ne 7º, sem que 


precisemos recorrer a metodos exaustivos como, por exemplo, o binomio de 
Newton. 


Consideremos o número complexo z = p(cos 6 + i sen 6) e o número inteiro n, 
= n 
ambos não nulos e calculemos z. 


Sen> 0 temos: 


Zz" = zx2X..z 
n fatores 


z" =p»px.oplcos(8 + 0 +..+ 0 + isen(0 + 6 +...+6)) 


n fatores we 
*n parcelas “ 


“Veja volume 3 desta coleção, p. 39. 
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Portanto: 
2” = pºtcosnê + isen ng) (l) 


Se n < 0, temes-n > O, podendo por isso, ser usado o resultado (l) para 
— n. Então, fazemos: 


a 1 
RE a E PR 
2" p”[cost-ng)+isen(-n6)] 
— leos(-nB) = cos(nê) 
Da Trigonomatna: 
sen(-ng) = —sen(nô) 
1 p” p" cosnê + isennô 
= > DDD o-———e— ;——— — o & 
“n 2" cosnê - isennô cosnô — isennB cosng + isennô 


p"icosnB + isennB) 


cos?nê + sen” nê 
1 
Vemos, então, repetido o resultado (1). 


Come, para n = O este resultado também se verifica [2º = pº (cos 0 + i sen 0) = 1), 
temos que, para lodo inteiro n: 


2" = p”(cos nB)+i sen n6) 


ou seja, para elevarmos um complexo z * O a um expoente inteiro n qualquer, 
basta elevarmos o seu módulo an e multiplicarmos o seu argumento por n. 


A fórmula acima é conhecida como fórmula de De Moivre, 


Exemplos 


a] Seja 2= J2| cosfrisent | Vamos caleular z *, 


/ 
2º =(V2)º [cos +is 2) 
9 ; 

z'8 = 2º os + (sen fE] 
A 
28 =2º [cos + isen— 


Como de é côngruo de E 
2 2 


28 = St2[cosTsisenã) 
E à, 
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o . O qa -8 ; 
bjSeja Z= cos fia vamos calcular z (note quep= 1). 


= (1 cosl -B x Jsisenf-6 +] 


LA 


z8=1 *[ cos(-107] +isenf-10r)) 


Como —107 é côngruo de zero: 
2º = cos0 + isenQ = 


Exercicios Resolvidos 


5.1) Calcule (-2+ 23º. 


Solução 


Vamos escrever =) + 2i= z na forma 
trigonométrica: 


=(-2p+2'=J8-2/2 


Na figura, CAFB é um quadrado; 
portanto, 


| 
Logo: -2 + 2i=242| cos - (sen) 
A 


2 (24208 =(2V2)º [cos SB + | sen [= 

157 7m 2 

COS ——. — COS — E —— 

Como a Ê x. 

15r 77 2 

SEN —— = SEM — E — — 

4 2 

zº tas va[ “2 Ea 2) = 182-128i 


15 


5.2) 


5.3) 


16 


Deduza as fórmulas de sen 26 e cos 28 em função de sen6 e cos6 uti- 
lizando a fórmula de De Moivre. 
Solução 
Sendo z=p (cos 6+isen6), a fórmula de De Moivre nos dá: 
z” = p"(cosnB + isennB) 


Para obtermos cos 6 e sen 26, façamos n = 2: 


2 = p?(cos 20 + isen 26) 
Mas. como z = p(cosB + isen6): 


z? = p?(cos6 + isen6)? = pí(cos?6 + 2icos6seng + i? sen? 8) 


isto e: 
2 


z? = pº(cos?0 - sen?B + ix? senb cos6) 
De (l) e (Il), temos: 
pº(cos26 + Isen 28) =pº(cos? 6 - sen?0 + 2 senôcos6) 
Portanto: 
cos28=cos?6 - sen?B e sen28 = 2senô>xcosb 


Mostre que se (V3 E pd ne Z, é real, então n é múltiplo de 3. 


Solução y 


Vamos escrever V3+i=z na forma tri- 
gonométrica, temos: 


: 2 nº 
Portanto, z=/3 + | = 2lcosa + isen—| e 
N / 


2 
Z” = 2º" (cos FE + senfor) 
6 6 


nr nt 
z"=4"icos— + sente] 
3 34 


20: E na : nx 
Para que z seja real, é necessário que senta =0, istoé,o arco 3 deve 


ter extremidade em A ouem A" (figura abaixo). 


nx 
Logo, Ea kr ke Z, e dai, n = 3k = múltiplo de 3. 


5.4) Determine o menor natural n para o qual tds +i)” seja um imaginário puro 
de coeficiente positivo. 
Solução 
Sendo z=43 + temos: |z|= p = 2 e arg(z) = 8= 
Portanto: 
e (ars + jsenZ) e 
e E 
n 


É 
Z"=(/3+1)" = 2º (cos TE + isen— 
( ) 6 6 ] 


Como 2" >0 para que 2" seja imaginário puro de coeficiente positivo, 
devemos ter: 


nx na 
cos— = 0 e sen— >0 
6 6 


: E nx 
isto ê o arco ç deve ter extremidade no ponto B (figura acima). 


n 
Logo, ias 2kz 
6 2 
edai,n=3+12k,k inteiro. 
Finalmente, o menor natural que satisfaz a condição acima é n = 3, para 


k=0. 


7” 


Exercícios Propostos 


9.5) 


5.5) 


5.7) 


5.8) 


5.9) 


5.10) 


5.4 — 
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Calcule: 
, so 10 
aj(-v3 jo »)| a] e(-2-ay "o a(-W3i) 


a À 
Calcule Ne + 2, 
2 2 


Deduza as fórmulas de cos(no) e sentng) em função de cosd e senb, 


utilizando a fórmula de De Moivre e q binômio de Newton nos seguintes 
casos: 


Sendo n um número natural, mostre que se (1+i)” é imaginário puro, então 
n é um termo qualquer de uma progressão aritmética em que a razão ê 


r=4. 
Determine o menor inteiro positivo n para que (1 + i/37" seja: 
a) real positivo 


b) real negativo 


Determine o menor natural n para que (- 43 + |)” seja: 


a) imaginário puro de coeficiente posilivo 
b) imaginário pura de coeficiente negativo 


Radiciação 


Definição - Dado um número complexo x e um número natural n * O, 
chamamos raiz n-ésima de z a lodo número complexa w que salisfaz a 
relação q" = 2. 

A raiz assume um nome especial para cada valor de n, Assim, se n = 4, 
dizemos raiz quara de z. Assim, sen = ?, dizemos raiz sétima de z, etc. 

No caso de n = 2, costuma-se dizer raiz quanrada e, paran = à, raiz cúbica. 
Conforme veremos, todo número complexo não nulo admite n raizes 
n-êsimas. Por exemplo, o número 1 admite 4 raizes quartas (1; 1,8 +) 
pois: 


V=ti-nyi=tf=1 e (tel 


Vajamos coma determinar as raízes de um número complexo. 
Dadoz=pcosb + isenô seja: 


w=r(cosrr + isenw) uma raiz n-ésima de z, 


Então: 


r"ícos nt +isenno) = p(cosB + i sena) 


donde tiramos: 


= à, Cosnya = c56 E senná = send 


1º conclusão: P=p > |"=| 


ou seja, o módulo da raiz n-ésima de um complexo z & igual a saiz n-esima do 
mádulo de z. 
Assim, se por exemplo z tem módulo 2, suas raizes quadradas têm módulo 


“2. suas raizes cúbicas lêm módulo Y2, suas raizes quartas tem módulo 2, etc. 


É cos na 
2º conclusão: — 


no 
wo tm 
[2] 
3 
DD 
y 
a 
R 
|] 
E 
=p 
NJ 
= 
A 


seno 


danda: 


Lembremos que q é argumento de e notemos que, se atribuirmas a k os valores: 
142% 3%.4n-—1 


abteremos n valores distintos e não côngruos para à e, para qualquer outro valor 
de k, o valor resultante de q será côngruo de um dos já obtidos. 


Por exemplo, se z tem argumento 8 = m, suas raizes quartas (n = 9d) tem 
argumentos dados par: 


onde: 


parak=0, temos q,= 


parak=1, temas us = 
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S 
para k = 2, temos qq= 


fa 
para k=n—1 = 3,temos neo Ro 


e, caso continuemos, começaremos a encontrar côngruos: 


9 
parak=4 u= a (côngruo de ci) 


qro. 
parak=5, &= E (congrub de tr) 


er. erre — Teen ida irem Tem 


Por judo isso, concluímos que, com o valor de r já determinada e cada um dos n 
valores dislintos e não congruentes de «, podemos formar n números complexos « 
=t(cosu+iseng), todas eles raizes n-ésimas de Z, dados por: 


mp | cos (5 + 2) + sen (2 He] 
nn ni DS 1 


Exemplo 


ke 2) (5.4) 


Vamos calcular as raizes cubicas de z= D + &i 
Temos, na forma trigonometrica: 


RE fa + isen É! 
Ca 2) 


ande p=8 e 8= af Como n=3,as raízes cúbicas de z são dadas por: 


“ 


(x . pe 
w=YB/cos 2 q + isen 2, 2kx 

3 K 3 3 
* NX £ 

Ou Seja: 

[ Mr) , fx er) 

w=2]C05/— + — | + isen;— + — 

| de 3) no ú 


Atribuindo ak os valgres 0,1 e 2=n- 1, temes: 


k=D => ,=2/cosE + Isenç = Mai 


6 
k=1 => co, = 2] cos SE + sena) = = ai 
' 6 6. 
( à b 3 
K=?2 = mw, =2| cos + isenZT | = —2 
Iso 2) 
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Assim, J3 + 1 — J3 +i e -2i são as três raizes cúbicas de Bi. 


Interpretação geométrica — Observemos o exemplo dado: como a três raizes 
cúbicas têm o mesmo módulo r = 2, seus afixos estão sobre uma circunferência de 


' , Rx Zkr 
centro na origem e raio 2; a expressão Fada nos diz que os argumentos q 
determinam, sobre esta circunferência, 3 pontos distintos e separados entre si de 


um arco de medida A. 


Vemos, então, que os afixos das raizes cúbicas de z = 8i são vértices de um 
triângulo equilátero inscrito numa circunferência com centro na origem e raio 2. 


Analisando, agora a expressão das raizes n-ésimas de z: 


n) (8 


[ . f0 2X 2kr) 
o=Yp jcos[T + SE) + isenio + SE) 


percebemos que: 


19) as n raizes n-ésimas de z têm o mesmo módulo r = Yp. estando. por isso, 
seus afixos sobre uma mesma circunferência com centro na origem e 
raior = vp. 


! : 8 Zkr 
2º) da Trigonometria, sabemos que arcos da forma — + — representam n pon- 
nn 


tos distintos no ciclo, distribuidos de modo a dividir a circunferência em n 
partes iguais. 


Portanto, os afixos das raízes n-ésimas de z são: 


- se n=2, extremidades de um diâmetro da circunferência de centro (0:0) e 
raio r="p. 
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- se n 2 3, 


vértices de um poligono regular de n lados, inscrita na 
circunferência de centro (0:0) e raio vp. 


Exercicios Resolvidos 


5.141) Sendo q = 1 + i uma das raízes quartas de um complexo z, determine as 
demais. 


Solução 


Vamos resolver o problema de dois modos. 


- x 
1º modo - temos que |wg|=r =i+i=42 e Arafat 


As raizes quartas de z são dadas por: 


- 8 kn). 0 km) 
wo = p E RALO RA ke g 
42) 4 E) 
Como (up é uma dessas raizes, devemos ter: 
Yo = Iog]l= 42 
E 
8 k k 
End o o q E AR o re ta 
á 2 q 4 4 2 


Como 6 representa o argumento principal de z, tomemos 8 = 7. 
Portanto, as raízes quartas de z são dadas por: 


wm= (8 cos[ En E jsen( 5 km) 


— — 
14 la 24 
e dai: 
arak =D, ma= Sil vas* + jesnÉ] =1+1 
p 0 Ea 4) 
Y 
parak=1 w= (2 [cos + IsendE =-1+i 
f 
E Sm : 
parak=2 w,= V2[ cos FE + isento! =-1-i 


n 
l 


7 , F 
parak=3 w= El cos?R + sen) 
4 4 
Assim, as demais raizes de Z são: 


+ =1-i 1-i 
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*º modo — Sabemos que as 4 raizes quartas de Z tem seus afixos como 
vértices de um quadrado inscrito na circunferência de raio Fr = [06] = ao 


Como wp é um desses vértices, temos: 


Então: 
wo, é simétrico de wo; em relação ao eixo y logo, wo, =-1+1. 
w; é conjugado de e; logo, D, =— 1-1. 
Ws é conjugado de w;; logo, w; = 1—i. 


5.12) Resolva, em €, a equação binômia xº + 8 = 0. 


Solução 
Temos x*+8=000 xº=-8 
Portanto, os valores de x que satisfazem a equação dada são as raizes 
cúubicas dez =-&. 
Na forma trigonomeétrica, temos: 
z=-B=Ri(cosm+isen rm) 


Comon=3,p=8 e 8&=x,os valoresde x são dados por 


x = V8 cos[ 5.2 2 À jenh E se ei 
- 3) 
Então: 
parak = O, Re akess + fnencs =1+ RE) 
Ro a 3) 
parak = 1, x) =2(cosr + isenr) = -2 
parak = 2, x, =2[c08 58 + isenSE) 1- vã 
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Logo, o conjunto-solução de C+a=-0é 
S=([-21+1/3:1- 193) 


5.13) Resolva, em fa equação linômia x 15x! -16=0. 


Solução 

Fazendo a mudança de variável a equação dada se escreve: 
v?-15y-16=0 

Como suas raizes são y=—1 ou y= 16, vem: 


xº=-1 ou xº=16 


Portanto, os valores de x que satisfazem a equação dada são as raizes 
quartas de —1 reunidas às raizes quartas de 15, 


— As raizes quartas de-1= 1 (cosn+isenr) são dadas pot 
x =ieos[E + de + sen(a + dem ke £ 


— Às raizes quartas de 16 = 16(cas0 +isen0) são dadas por: 


[ 2kx kr] 


x=16 cos[ 2 + fr E ke Z 
mama A 


Atribuinda a k os valores 0, 1,2 e 3, obtemos, dessas duas últimas 
expressões. o conjunto-solução da equação proposta; 


Zoo o o ve No E? 2, | 
SJ + Dt 4 Ep somada DD DÊP e Di =D 
E ERR a Í 


Í 


514) À fórmula de Baskara para determinação das raizes da equação do segundo 


grauax +bx+ec=0a * O nocasoemqueoscosficientesa,b e csão 
números complexos, pode ser escrita: 


-b+ry 
2a 


Rj2= 


onde, o simbolo r; representa as raizes quadradas do discriminante 
s=b"-4ac. 


Utilizando esta fórmula, resolva a equação xº -(1+i)x- 513 +20)=0. 


Solução 


; 1 ; 
Tendoa=1,b=-(1+ijec= ane +21), caleulamos o discriminante: 


S=b?-dac=[1+)P-4 do) -5(3+2) 


8=3-di 
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Vamos, agora, calcular ra, isto é, as raízes quadradas de 4 = 3 + di. 


E claro que, para isso, poderiamos utilizar a expressão (5. 4) para n= 2: 


[ Ê 2) s) ia 
cos|— + — | + isenl — + — 
, 2 2 |2 E 


=", =vP 


onde p e A são, respectivamente, o mádula e o argumento de a = 5 + 4i, 
No entanto, como se trata do caso simples de delerminação das raizes 
quadradas, parece-nos conveniente utilizar a definição de raiz: determinar 


a=“+Bi (x e À reais) tal que: 
f =4A 
Temos, então: 
(a +Bi)? =34+4i 
(um? - 82)+ Zofi =3+4 
donde 
fa? -pé=3 
[28 = 4 
Resolvendo este sistema (lembrando que q e | são reais), obtemos: 
tu=2ebB='ijou (e=-2e B=-1) 
Portanto, as ralzes quadradas r, = «+ Bisão: 


"a = E + 'qa E -d-| 


Finalmente, com a fórmula fomecida, obtemos: 


st MR dad 

da 2 2 2 

E q E 
2 2 2 


Assim, o conjunto-solução da equação dada é: 
[E aretrnaia Ni] 
- 4 | -—s 
2 2) 


pe 


Exercicios Propostas 


5.15) 


5.18) 


Determine: 


a) as raizes quadradas de d+ 4iv3 
b) as raizes cúbicas de —- 27 
cj as raizes quartas de — 16 


Resolva, em É, as equações: 
ax +Bi=D 
bjx]-1=0 


ê8s 


5.17) 


5.148) 


5.19) 


2.20) 


Resolva, em 'T, as equações: 
a) xº- 19x) -216=0 


b) x? - Zix -s -3=0 (LHilize a fórmula fornecida no exercício 5.14.) 


Uma das raizes cúbicas de um número complexo z é 8. Determine as outras 
raizes cúbicas de z. 


' R E A . 4 E) 
O número w= s( cos + I58n a) é uma das raizes quartas de um número 


complexo z. Determine as demais raizes quartas de z. 


Sr 
Uma das raizes sexias de z tem môdulo 2 e argumento aperte 


graficamente as seis raizes sextas de Z. 


Exercícios Suplementares 


ft 


12) 
1.3) 


1.4) 


1.5) 


1.6) 


1.7) 


1.8) 


8h 


Determine a soma dos reais x e y para os quais x? +y? +5!=13+xy 


Sendo z=[(tga+il(cotaa+i), determine Re(2) e In(Z). 
Determine o numero complexo z tal que z? =iz 


Sejama,b.c e deais não nulos. 


Mostre que a equação X + (a + bilx+ c + diz O não admite um número real 
e um Imaginário puro simultaneamente como raizes. 


Prove, utilizando o Princípio da Indução Matemática, que: 


” =i vVneN 


Sendo z e ty números complexos tais que 2º - w'=6 e z+w=1-i deter- 
mine 2-w 


Os números complexos distintos b + ai e a + bi com axb+0, têm por 
afixos os pontos À e E, respectivamente. Determine o complexo cujo afixo é 


a extremidade do vetor que se obtém fazendo o vetor AB girar de 270º em 
torno de À, no sentido trigonométrico positivo. 


Represente graficamente os números complexos z tal que 
d £& |z| €2 


bus 3” 
E E —— 
Ê arg(z) 4 


1,9) 


1.10) 


Sendo w=1-2i; represente graficamente os números complexos z tais que 


o produto wxz seja 


a) real 

b) real positivo 

E) imaginário puro 

d) imaginário puro de coeficiente negativo 


a) Determine o complexo z talque iz+22+3+3i=0. 

b) Determine o módulo e o argumento de z. 

c) Determine a potência do expoente 18 desse complexo. 

d) Represente graficamente as raizes oitavas do complexo 17 + z-i. 
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Capítulo 6 — 


Capitulo f — 


Capitulo 8 — 
Capítulo 9 — 


Capitulo TO — 


O conceito de polinômio. 
Igualdade 


Operações com os polinômios. 
Grau 


A divisão de polinômios 


A divisão de polinômios em que o 
divisor é de grau 1 


Outros temas importantes 


DA 


Capitulo 


O conceito de polinômio 
Igualdade 


/ x 


6.1 - O Conceito 
Um polinômio na variável ou indeterminada x é uma expressão da forma: 


p(x)=an+rax+asx)+..raçx" 
onde os coeficientes ag. a,x, a;X, ..., ax” são números complexos; às parcelas 


2 n 
di AX AGR, ar 


independente. 


chamamos termos do polinômio p(x); e ap É o seu termo 


Exemplos 
1º) Seja P(x)=4 + 2x + ix?; temos ag= 4, a, =? ea=i 
2º) No polinômio f(x) = 3x + 5x*, temos aç= 0 a=3 a=0€ea;=5. 


6.2 — Valor Numérico de um Polinômio 
Sejam o polinômio: 


2 n 
+. .+taçX 


p(x)=ag + ax + ax 
e o número complexo a. 


Chama-se valor numérico do polinômio p(x) em a ao número p(a) que se obtém 
substituindo-se, em p(x), x por «, e efetuando-se as operações indicadas, isto é: 


p(x) = ay + ax + ao” +..+aça” 


Em particular, se para o número complexo a tem-se p(a) = O, diz-se que a é uma 
raiz ou um zero do polinômio p(x). 


Exemplos 
Seja q(x) = 2 —- 3x + a temos: 
()=2-34)+(1?=0 
g(0) = 2 - 340) + (02 = 2 
g(-1) = 2 - 3X4-1) + te = 6 
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Observe que o número 1 é uma raiz de g(x), pois g(1) = 0. 
6.3 — Definição — Polinômio Nulo 


Denominamos nulo (ou identicamente nulo) um polinômio pí(x) que assume valor 
nulo paratodo co, me C, e indicamos: 


| plx)=D ou pix)= 0 | 
Podemos, então, escrever: 
| p(x)=0< p(q)= 0, para todo « me E | 


6.4 — Quando um Polinâmio é Nulo — Teorema 


O polinômio p(x) = ay + ax + ax) +..+açxº é nulo se é 


somente se tados 05 seus coeficientes forem iguais a zero: 


p(x) = Oco(an = a = a; =..=a,= 0) 
Demonstração 
1º parte 
Hipólese: ay = a;=a, =..=a,=0 
Tese: pl) = 0 


>pr hipótese, temos: 
plx)=0+ 0x + 0x2 +..+0x" 
+.paratodon, ce df: 
plo) = D+ Da + 0º +. +00"= 0 
o que demonstra a 1º parte. 
2" parte 


Hipótese: p(x) = O 
Teselan=a/=a,=a5=0 


Se p(x) é nulo o seu valor numérico é zercemtodoc, qe É. 


Sejam, então, Go, 4, Og, 


«o QN + 1 números complexos, distintos dois a dois, 
temos: 


plao)=aç+ao+aztã+...+açag=0 
p(o)=açrag,taoi+.+açoi =0 


2 n 
plc) = dy +ta;ão + Asts + +Entts = 0 


2 n 
plan)=aç+ta0n+asã +taçoç =D 


92 


As equações anteriores constituem um sistema linear homogêneo, formado por 


n+ 1 equações e n+ 7 incógnitas ap a as... an À matriz incompleta do 
sistema é: 
2 n 
1 do Log 
XY mn 
1 q das 
A=|1 O Má das 


Note que À é uma matriz de Vandermonde e det À = 0, pois os elementos de base 
da matriz são dois a dois distintos (Veja volume 4 desta coleção, p.115). Dai 
podemos concluir que a única solução do sistema e a trivial: 


anç=a;=a,=..=a,=0 
o que demonstra a 2º parte (Veja volume 4 desta coleção, p. 187) 
6.5 — Definição — Polinômios Iguais 


Os polinômios p(x) e q(x) dizem-se iguais (ou idênticos) quando assumem o 
mesmo valor numérico para qualquer q, q e €. Indica-se: 


plx) = que) ou p(x) = q(x) 
Podemos, então, escrever: 


p(x) = qix) — plc) = qiu), para todo q we É 


6.6 — Quando Polinômios São iguais — Teorema 


Os polinômios: 


pby-agtraxraçã +. sax” 


qu =ba +bax+byx? +... + bx” 
são iguais se e somente se 05 seus coeficientes forem 
oroenadamente iguais: 


pid=ab) o (ag=bya,=bya;=bo. aç=bo) 


Demonstração 


1º parte 

Hipótese: ag= bo, 2,=b, as= Da, a dnS ba 
Tese: p(x) = q(x) 

Para todo w, v e T. temos: 


= 2 A 
ptaj=açtag+raa+..+aça" =bg+ba+b,a?+..+b o” =q(o) 


() 
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2º parte 

Hipótese: pQx) = q(x) 

Tese:an= ba ay=b,. as= bs... an= by 

Se p(x) = q(x). por hipótese, a definição 6.5 permite-nos escrever para todo q, é 
C: 


plc) = q(o) 
Entao: 


agranraça? +... tao =bo+bo+b;a” +... bom” 
e dai: 
(ag-bo)+taç-bja+(a;-bo)u? +... +(a,-bojo"=0, va 
A igualdade acima, válida para todo a, garante-nos escrever que o pol 
nomio: 
hoo) < (ag-bo)+(a,-Dy)x+(a, by pe +... ta, -Do)x" 
é nulo. (Veja definição 8.3) 
Então, pelo teorema 6.4, temos; 
ag-b,=0 2,-b=0 a,-b,=0,..., a, -b=0D 
E dai atese: 


dg =Dp. 4 =b, as = Da. RI an = hn, 
Exercicios Resolvidas 


6.1) Seja o polinômio ftx)=1+x+x*; determine ft-2), f(0), f[ft3)), fix — 1) e 
(3x). 
Solução 
H-2)=1+(-2D)+(-2y' =-9 
H0)=1+0+0)=1 
(y=1+1+=3 
H3)=1+3+3=31 edai ffo=H30=1+31+31=29823 
oe D=1etx-Depe- 1) = 14 4x 3% 4 
13x) = 1 (3) + (3) = 14 3x 4 27x? 
6.2) 


Consideremos o polinômio Pí(x) = ap + ax + axé +... t ax”. O que repre 
sentam P(1) e Pí(D) em relação aos coeficientes? 


Solução 


Temos: 


n 
Pl=agtaMi+açxi+.+açx =agraç+aç+..taç= a, 
i=0 
Então, P(1) é a soma dos coeficientes de P(x). 
P(O)-a,+a0+a,»0!+...+a, 50, 
Então, P(0) é o termo independente de Pí(x). 
q4 


8.3) Dado o polinômio na variavel x: P(x) = pg + gx + pé + x, determine p e q 
para que se tenha P(1) = 2»P(=1) = 12, 


Solução 
Ply=I2>pg + q) + qui +(P=12>pg+g+rp+1=12 4) 
2cP(-N=12>P(-)=6>pq + qt-)+p-y + -1P=5=>pq-q+p-1=6(Il) 


Subtraindo membro a membro, (!) — (!l), obtemos: 
2q+2=6 

Logo: q=2 

Substitundo em (ll): 2p - 2 +p— 1=6, obtemos p= 3. 


84) O polinômio na indeterminada x, f(x) = —- Pe N+ db+2)x + (a — e, ê 
identicamente nulo. Detemine a, b e c. 


Solução 

Os coeficientes de f(x) devem ser nulos, então: 
E f2c-3)-=D 
b+2=0 
la -1=0 


Dai temosa=1,b=-?2 e = 


Observe que o termo em xº foi omitido, pois o seu coeficiente é igual a zero. 


6.5) Sejam os polinômios: 
Atx)=3-bx+ 2x] +(a- De 
B(x)= 3+cx +bx? 


Determine a bec para que se tenha ÁA(x)= Bíx). 


Solução 

Os coeficientes de (A)x e de B(x) devem ser dois a dois iguais: 
-p=e 
2 = E 
lo =a-1 


Então, temosa=1,b=2 e c=-2. 
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Exercicios Propostos 


6.6) 
6.7) 


5.8) 


5.9) 


6.10) 


6.11) 


5.12] 


513) 
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o ça E O E Sp CAES oa 
Dada o polinômio f(x)=10- Bx+ 6x? -4x3 + y3, calcule f(2). 
Dado o polinômio fix)=-1+5ix- 4x? — 3x) 4+xº, calcule ft + 2). 


Do Dana 2 
Verifique se o número 2 é uma raiz do polinômio: p(x)=-B+4x- 2x + 
+ no 5x + x 


O polinômio abaixo, na variável x, é identicamente nula. Determine a be € 
flx)=(a+2b c-3)+(Za-be3c+4)x2 +(Ja-2b +30 +10 

Determine q e |, sabendo-se que a +Px+x"=B-(B+1x+ 4 

Qual a soma dos coaficientes do polinômio pix) = (=1+ x)0 9 


seja o polinômio fix) = Db + ax + é, Determine a e b, sabendo que 1 e +1 
são raires f(x). 


E EA b a Pois : 
Seja o polinômio ftg)=>x? +5x), ande a e b são números reais e a É O. 


- E ras » X,+X2 
Se x, e x são números reais distintos, tais que f(x,J+fix;)= 2% ae | 


-b 
demonstre que x, +x5=—, 


—ee eee eee, = a 4 


Capitulo 
Operações com os 
Polinômios Grau 


7.1 — Adição de Polinômios 


Definição 
Sejam os polinômios na variável x: 
p(x)=ant+ax+agx)+..+açx” 
qu) =bo+b;x+b;x? +... +bxº 
Denomina-se soma de p(x) e q(x) ao polinômio: 
p(x)+a(x)=(ag+bo)+(a;+by)x+(az+b)x2 +... +(aç+bo)x" 
Exemplo 
Sejam os polinômios: 
p(x)=2+x-x2 
qlx)=3+xº+2xº 
Temos: 
pO)=2+x-x2 +0x? 
qtx)=3+0x+x2 + 2x? 
Então: 
p(x)+ q(x) = (2+3)+(1+0)x+(-1+1)x2 + (0 + 27x? 
p(xy)+qu)=5+x+2x 


Propriedades da adição de polinômios 


No conjunto dos polinômios com uma indeterminada x, de coeficientes complexos, 
valem as propriedades: 
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1º) A adição de polinâmios é comutativa. 


Para os polinômios pix) e q(x) temas: 
pix) + q(x) = qu) + p(x) 
Demonstração 


Sejam os polinômios: 


n 
pl)=anç+rapnxraçxl+..+açx"=> ax 
A 


n 
qi)=bo+bx+baxl +. +box”" => bx 

0 2 - 

1= 


Observe que p(x)+ q(x)= Sia, +b) e qu)+pl)= Sto, +a,)x'. 
i=Q 1=0 
Então: 


pO)+90)= 5 (a +bjx'=5 (bra = quo+p(x) 


in i=0 
2º) A adição de polinêmios é associativa. 


Para os polinômios p(x), q(x) e h(x) temos: 


Tpêo) + quo + hóx) = púx) + [o(x) + h(x)] 


Demonstração 


n A A 
Sejam os polinômios ptx)= > ax. qu)=) bjx! e h(x)= Dex, 
1-0 i=0 =0 


(pix) + q(x)] + h(x) = Sta, +bjx' om = Sta +b)+o] x e 


i=D i=D I=D 

= Sta, +(b+c)]x = Sax 5, +0)x'= 
i=0 izÔ I=0 

= pix)+ [q(x) + h(x)] 


3") Existe o elemento neutro. 


Dado o polinômio p(x), existe um polinômio e(x) tal que: 


p(x) + e6x) = pix) 


n n 
De fato, sejam p(x)= > ax' e e(x)= >  e;x!, então, da igualdade p(x) + etx) = péx) 
=0 icD 
obtemos, para todo i, Ox ign: 
a += 
stoé e=Qparai=0,1,2,..n. 
Concluimos que o elemento neutro na adição de polinômios é o polinômio nulo. 
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4º) Existe o polinómio oposto 


Dado o polinômio ptx), existe um polinório pfx) tal que: 


lp(x) + (x) = e(x)] 


De fato, sejam Dog! e pix)= ai então, da igualdade p(x) + ptx)= etx) 
obtemos para todo i, O sign: 
isto é, aj=-a, para = 0,1,2,..,n. 
Então, dado o polinômio 
pl)=agraxragx) +. tax" 


o polinômio oposto de pix) é: 


plx) = (ag) (-a)x +(-ag)x2 +... +(-an)x” 


O polinômio oposto de pí(x) indica-se com: 


Note-se que -— (— p(x)) = p(x). 
Exemplo 
Seja p(x)=3+4xº -3x*; então, -p(x)=-3-4xº + 3x). 
Definição 
Sejam os polinômios p(x) e q(x). À diferença p(x) — q(x) define-se por: 
plx) — qix) = pix) + (— qix) 

Observe que sep(x)=agtax+a,xº +... taçx"equ)=bo +bx+ Ergos +... + box”, 
então: 

p(x)- qtx) = (a, — bo)+ tas bjx+(a; -b,)xX2 +... +(a, bo pe 


7.2 — Multiplicação de Polinômios 
Definição 


Nos cursos elementares de Algebra, O processo para se multiplicar dois polinômios 
é constituido essencialmente por duas etapas. 

Inicialmente, todos os pares de termos, um em cada polinômio, são multiplicados, 
utilizando-se a regra: 


(ax )x(bx") = (ab)x”*” 
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Em seguida, 6s coeficientes de iguais potências de x são somados: 
ax” + bx” =(a+b)xP 

For exemplo. para multiplicarmos es polinômios: 
p(x)= Dex-Pxi sx) 

e, q(x)=3-2x+x* 

usamos o processo familiar: 


24+%x-2xº 4x? 
4-2+%? 
3400) —  G+3x-8x +30 1 
(-2x bp) —— -gx-2w sa 2x PO 
(x pptx) ——— 2x x? -Dyt é ) 


B-x-6x+8% dx! + x 


SU US2aMos O seguinte processo: 
(2+x-207 +x)43-2x+X)= 


=243-2x+x))+x(3-2x+0)-202 43-2x+x))+x(3-2x+x))= 
=8-4x+2x)+3x-2x' +) -Bux sd Dx 437 Dx px = 
=6-x-Bx) + By - dy! + 5x 

Não é conveniente definimos a multiplicação de polinômio usando a des- 


erição dos processos acima. Naremos uma definição em termos gerais, mas, nas 
prática, utilizarernos um dos mêtodos anteriores. 


Sejam os polinêmios: 


p(xl=açtaxiax) +...+açx” 


qho=bp +byx+bax? ++ box" 


na variável x com coeficientes em &. 
O produlo de p(x) e qbj é o polinômio: 
ptxpa(x) = tagho)+ lagb, + abp)x 
+lanbo+ab,+a,Do)xé +... 
+ 6: Pol: 6 dia 
O coeficiente x' no produto p(x) »q(x) é o número: 
1] 
ab +ab;st.+aD/t+ado= Zap; 
j=0 
quandoa,=D,sejzm,e b= 0, sek>n. 
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Propriedades da multiplicação de polinômios 


No conjunto dos polinômios com uma indeterminada x, de coeficientes complexos, 
valem as propriedades: 


1 A multiplicação de polinômios é comutativa, 


Para às polinômios ptx) e q(x) temos: 


ptx) xq(x) = q(x) pix) 
Demonstração 


Sejamos palmópisa: 
p(x)-ag + ax + ax? +... +açx” 
gb)=bo, + bx + box? +... 4+bax” 
O coeficiente de x no produto ptx) gd) é: 
anbt+abo+..ta b,+ab, 
E o coeficiente de x no produto qtx) =p(x) é: 
boa +ba,q+.+Doa,+bag 
Mas. em TC, a adição e a multiplicação são comutativas: dai podemos concluir que 
os coeficientes calculados são iguais para todo à. Então, plx) »g(x) = qua) »p(x). 


2º; À mulhplicação dos palinômios é associativa. 


Para os polinômios p(x), qix) e h(x) temos: 


[pl ) mjbx)] h(x) = p(x) Ma) xnQe)] 


Demonstração 


Veja o exercício 7.25. 


3% Existe o elemento neutro 


Dado à polinômio ptx), existe um polinômio e() tal que: 


ptx) xe(x) = píx) 
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Tomemos elx)j=eg+e,x-+ = da no qual aç=zíee=D para 
iz 1. Verifica-se imediatamente que: 
p(x) xelx) = p(x) 


para todo polinômio píx). 


4º) Distributividade 
Para os polinômios píx), qix) e h(x) temos: 

[ptx) + lx) aht) = pixote) + qUe)h(x) 
Demonstração 


Veja q exercicio 7.26. 


1.3 — Grau de um Polinômio 


Seja p(x)=aç+ax+a;x?+..+a,x” um polinômio com coeficiente em €. 
suponha que p(x) não é um polinômio nulo. 

O grau de ptx) é o maior inteiro não negativo n, tal que a, * O. 

O coeficiente a, É chamado coeficiente dominante de pix). 


Exemplos 

O grau do polinômio 3 + Ox E zero. 

O grau do polinômio 2 + (— 3x) é 1. 

O grau do polinômio 3 + 2x— 4x! é 3, 

Os polinômios de grau zero são polinômios constantes, não nulas; os polinômios 
de grau 1 são ns polinômios da forma a + bx, com b = O; os polinômios de grau 2 


são os polinômios da forma a + bx + ex, com c + 0, etc. Não se define grau para 
o polinômio nulo. 


E comum indicarmos o grau de um polinômio não nulo pf(x) por: 
grip(x)] ou ap(x) 
Por exemplo: 


gr[3+2x-del 40x) +0x9]=3 
gr (x!º] = 10 


1 
r|i-=|=0 
els] 
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PES = E. Z n aê E 
Seo polinômio ptx=aç+rax+tax +...+ax e se grlp(x] = n. então é ábvio 
escrever: 


plx)=açx' +açq +. raxra, 


onde aç* O. 


Por outro lado, se pfx)=açx” +B pq +... +a;x+a,. com an z O. então gr(p(x)] = 
n. 


Teorema 


Sejam ptx) e qtx) polinômios na variável x, não nulos, com coeficientes em É. 
então: 

a) griptx) satx)) = grlotx3) + artatx] 

b) se ptx)+ q(x) = O. então gr [ptx) + quo) < max. (gr [px]: gr [900] 

cjse gr [p(x)] * gr [q(x)], então gr [p(x)+ q(x)] = max. for [p(x)) gr [qUx)]) 


Demonstração 
Sejam os polinômios: 


1 


poj=aã + aq” +...+an 


Dj e add 


qix]= bmx 

ondeaçãD e by z O, isto é: 
gripix]=n e grlaêx]=m 
Assim: 
p(xbqix) = (abax"" (a bn tado XT +... rabo 
Emt, seaçz0eb,*0, então a,» *0, dai: 
gr [p(x)rabaj=n+m = gr [p(x)] + [atx)] 
Para provammos b e e, suponhamos inicialmente que n > m; podemos escrever: 
qui = 0x" +0x"* +. +bax” +bo q +... +by 

Daí: 


n=1 


poy+rqby=ao” + a, + sa, + bjx” + 


+Am 4 + ERR À mai 


+... +(ag+ba) 
Então: gr [pix)+ a(x)] = n= máx. (gr [plo]: gr [96x)]) 
De forma análoga, sen < m, concluímos que: 


gr [plx) + 00x] ='m = máx. tor(p(x)). griatx)]) 
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Observe que fica provado €. ) 
Para completarmos a demonstração de b, devemos examinar o caso n=m, assim. 


pbd+qui=ta, + pó +(a 4 +b x ++ (as +bo) 


Se píxi+qix)=0 então a, +b,=<)D paraalgumk O 2 k 2. 


Portanto, fica claro que: 


gr Iptx) + q(x)])sn=mãx. (gr [p6o]; gr [o(x)]) 


Exemplos 


Sejam os polinômios: 


p(x)=2x)+x+2 
qtx)=x] +2x+2 


5) Edo =3, o[q(x)] = 2:0[p(x)+p(x)]= 3 = máx.la [pod]; à fato)) | 
dlp(x)ro(x)|=3+2=5 


Exercicios Resolvidos 


1) 


7.2) 
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E o — e 


Determine os números reais À, E e C para que se tenha: 
2xº > xa 184 (x-1P +Bix-1+0. 

Solução 

Temos, sucessivamente: 
2x] —-x+1= Alx—-1Mx- 0+B(x-D+€C 
2x -x+1=A(xº-2x+1)+Bix>)+0C 
2x] -x+1=Ax? -2Ax+A+Bx-B+C 
2x) -x+15 4x) +(B-2A)x+A -B+C 


Os coeficientes de polinômios iguais (ou idênticos) são ordenadamente 
iguais: 


nã 
B-24=-1 
A Ba Ca 


Resolvendo o sistema acima, obtemos: A=2, B=3 e C=2. 


No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, resolva O pro- 
blema. "determingra e b para que 0 polinômio fix) = x - 8x + ax + bx+ 1 
seja um quadrado perfeito”. 


7.3) 


Solução 
Se f(x) é quadrado perfeito, existe um polinômio g(x) tal que: 


td = (gba)? 


Observe que se f(x) lem grau 4, então g(x) é um polinômio de grau 2. Isto é, 
q(x) & da forma: 


gix)= px? + qx+r 
Então: 
x - 6x) rax +bx+1a(px] +qx+r) 
we +ax+bx+iz pêx* + 2pax” + (q) + 2prix” + 2grx er? 
Dal: 
pós 
2pg=-6 
a=q*+2pr 
b=2gr 
2 =1 


Resolvendo o sistema acima encotramos a = 11, =-& ou a=7,b=6. 


Determine um polinômio f(x), do segundo grau, para o qual tem-se: 
FG)-tix—1)= x 
LFCO) =0 


Em seguida, deduza que a soma dos n primeiros inteiros positivos é igual a 
nn + 1) 


2 
Solução 
Q polinômio f(x), do 2º grau, é da forma: 
fix)=ax*+ bx+c. a=z0 
De f(0) = 0, obtemos c = 0; então, temos, sucessivamente: 
f(x) - fix — 1) =x 
(ax? +bw]-[atx-1)2 +btx-1)] =x 


fix em f(x), x É 
substituido por x=1 
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Es a 
U 
b-a=0 


4 
e, portanto: a=b=—-. 


O polinômio f(x) está determinado: fO)= á w + 5» 


O polinômio f(x) — ftx — 1) = x, substituindo x por 1,2,3,.., n, obtemos, 
sucessivamente: 


(= fiO)=1 
f(2)-tH)=2 
f(3)-fiz)=3 
fim)-fin=-1)=n 

E, somando-se membro a membra as igualdades acima: 
fln)=[0)=1+2+3+..+n 


e f(0)= 0 temos: 


Sendo f(nj= 1nã aa - nén +1) 
a 2 2 


osso ane, 


7.4) No coniunto dos polinômios de coeficientes reais, prove que o polinômio do 


segundo. grau f(x)= ax? +bx+c, é um quadrado perfeito se e somente se 
a>0eAa=b-4aç=0, 

Solução 

4º parte 

Hipótese a>0 E A=O. 

Tese. f(x) é um quadrado perfeito. 

Para o polinômio f(x), temos, sucessivamente: 


da” 4a” a 
b? b? - 4aç 
fixi=allx + —x + das 
( ds] 4a? 
(+) 
x + -—| 
2a) 
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Sendo a > O, existe va em x, e como 4 = (, podemos escrever: 


2 
= z b 
focd=tva) [2] 


e dal: 


(09-15 [xe] 


po 


o que demonstra que f(x) & um quadrado perfeita. 


2" parte 

Hipótese: fix) e um quadrado perfeito 

Teseca>0 e A=O0, 

Se fix) é quadrado perfeito, existe um polinômio do primero grau gix) tal 
que: 


ft) = [960]? 
E, sendo g(x) da forma px + q, p & O, temos: 
ax*+bx+c=(px+ar 
axº+bx+c=p'x'+2pgx+ 9" 


e dai: 
a = p? 
3b =2pa 
c= q2 


Da igualdade a =p”, p= 0, concluímos que a > 0. 
n=b?- dac=(2pg)? -4op? 7) = dp? -dp'q? =0 
1.5) Determine o grau do polinômio na variável x. 
pix) = (a - 3a +29) + (a- lx+a-2. 


Solução 


Sea*-3a+2+0, Istoé. ar1ea=2:dp(x)]=3 
Se a?-3a+2=0, istoé a=1 ou a=2 temos: 
Paraa=1: ptx)=-3 e dlp(x)]=D 
Paraa=2 p(x)j=x e 9/0) =1 
7.8) Definimos uma fração racional na variável x como o quociente formal 
pix) agrax+axl+..+açã” 
pt) bo+bax+box? +... +byçx” 
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ondea elX bjs Ue q(x) não polinômio nulo. 


plx) À fOo) 


Para as frações racionais — e —— definimos: 
qi) a(x) 
qtx)  géx) 
po) | fo) ( pOdbgbo + fbobgdo 
qo)  gtx) qtx)>gtx) 
plo ft) plata) 
qtx) gtx)  alx)>g(x) 


es pix)gtx) = T(x) oix) 


Problema: demonstre que a fração racional, não nula: 
ax? +bx+c 


ax +b'xº+c' 


nei a 
é independente de x se e somente — = 
a 


Clor 


=“ (supondo a *0,b'*0, 
C 


c =). 


Solução 


1º parte 


Hipótese: a fração é independente de x, isto é, a fração ê 


ax +b'x+e' 

igual (idênticaja um polinômio constante de grau zero: 
2 

ax“ +bx+x 


>> +k 
axº+b'x+e' 


Da hipátese temos: 


ax? +bx+caka'x?+kb'x+koc' 


e dai: 
a=ka' 
b = kb' 
Cc=ko' 
Então; 
E ad 
Po do [) 
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7.7) 


2º parte 


Hipótese: =. = del =— 
a b'c 


Da hipótese temos 


a=ka' 
b=kb' 
c=ke' 


e daí: 


ax? sbx+c  ka'xí+kb'xrke kta'xº+b'x+e') 


a'x+b' ae +b'x+e' ax sb'xec' 


Determine À e B para que se tenha; 


3-1 4, A.,.B 
x -—5x+6 x-Z x-3 


Solução 
Temos, sucessivamente: 


3x-—1 — A(x-3) + B(x-2) 


xº-5x+6 (x=2)(x— 3) 
3x —1 — (A+B)x-3A —-2B 
x2-5x+6 x -5x+6 


3x-1 = (A+B)x-3A-2B 


E, então: 
[A+B= 3 
[-3A-28 = 1 
Obtemos: Az=z-5 e B=ê8. 
Exercicios propostos 
7.8) Dados os polinômios: 
Alx)=x 


Bo0)=x+xº 
Cioj=x+x)+xº 
P(x)= 3 -6x)+2% 
determine os números a, b e c para que se tenha: 
Pix)=axÃtx) + b>Bix) + cxGlx) 
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7.9) 


2410) 


710 


TA) 


7.13) 


7.14) 


745) 


7.16) 


Fa rd 
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Efetue as multiplicações: 


a)(2x x ex exe (x 3x 41) bjo ex? x 1x? -2x-1) 


Um polinômio P(x) & tal que: 


Pix) + xPlZ-x=x)+3 
a) Determine P(0), Pt) e P(2). 
b) Verifique que o grau de P(g é 1. 


O grau des polinômios f(x), g(x) e h(x) é 3. O grau do polinômio, não nulo, 
fix) Agtx) + h(x)] é n. Quais são os possiveis valores de n? 


3 Z 
Determine bc e d para que se tenha: [x + ce + b(x+d)=x +6x + 
+ 15x + 1d. 


Seja 0 polinômio na indeterminada x: 


fixj=tx-ajJib-c) + (x-bP(c-a) + (x-c)fa-b) + (b-c)o-ala-b) 
Verifique que f(x) = O, 


No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, resolva o pro 


: ê Ê 
blema: “determinar a e ba para que o polinômio (x) =x + 4x +rax+b 
seja um cubo perfeito”. 


No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, resolva os 
problemas: 


1º) "dar a condição para que o polinômio (a + bx? + (a' + b'x)), onde 
aa'bb+ 0. seja um quadrado perfeito” 

2º) "mostrar que se (a + bx + (a + bx e(a+cx + (a + c'x)” são 
quadrados perfeitos, então, (b + ex + (b' + cx também o &º. 


| 
: = a Ee . . eo fed 
Qual & a progressão aritmética na qual a soma dos n primeiros termos & — 


para lodo nº? 


Determine um polinômio de grau 3, para o qua! se tem: 


g(x)-glx-n=x] e 9(0)=0 
Em seguida, deduza que a soma dos quadrados dos n primeiros inteiros 


positivos é igual a Costi 


7.18) 


7.19) 


7.20) 
7.21) 


7.22) 


1,29] 


7.24) 


7.25) 
7.26) 


7.27) 


Determine um polinômio f(x), de grau 3, tal que: 
Pix)je=Pix-ND+xix-1) e P(D)=0 


Em sequida, deduza a igualdade 12 + 2538 + Img +... +(n-1) = E 


n(n? — 


1) 


No conjunto de todos os polinômios de coeficientes reais, determine todos 


os polinômios f(x), de grau 2, tal que: 
toe kdG)Hi-x), ke Rº 


Determine p e q para que se tenha: x* +px+q= (x-pJ(x-q). 
Determine A,B, C e D para que se tenha: 

x =Alx-Ni-2Kx-3) + Blx-Ntx-2) + Cx) + D 
Determine À e B para que se lenha: 


x a Bx +C 


= ho ge 
x +1 x+1 x2-x+1 


Determine À e E para que se tenha: 


NES CRS 7 SE 
xtx+iix+2) xtx+1) (xe Dix+2) 


Em seguida, deduza a igualdade: 


po pd — 
12x] 2x3 xd m(n+(n+2) 2/1x2 nine fn+2) 


1 1 1 1/1 a 
| 


Mostre que se pix) e gix) não são nulos, então a produto pix) -g(x) = O 


também não é nula, isto &: 
(p(x) 20 e qi) = 0) p(x)matx) = O 
Demonstre que a multiplicação de polinômios é associativa. 
Demonstre que para os polinômios pix), q(x) e h(x) temos: 
[pe + quote) = plo>h(x) + quote) 
Seja a igualdade entre polinâmios: 


(dexaxy = ag+at+ ax? aa 


Determine a soma ag+a,+ag+H..T aa 


; 


8 A divisão de polinômios 


8.1 — Divisão Euclidiara 


Teorema 


Dados um polinômio qualquer À(x) e um polinômio Bix). não nulo, existe um e 
somente um par de polinômios, O(x) e Rí(x), tal que: 


3 A(x) = BO0ODO + Rix) 
ID griR(x)] < gr[B(x)] ou R0)=0 
Efetuar a divisão de Aí(x) por Bí(x) é determinar o par de polmômios Ofx) e Rx) 


satisfazendo as condições acima; A(x) e o dividendo, Bíx) e o divisor, Q(x) é o 
quociente & Ríx) é o resto na divisão. 


Demonstração (opcional) 
1º parte existência de uma solução 


Inicialmente observe que se A(x) = O ou se gr[A(x)] « gr(B(x)] existe, visivelmente, a 
solução Qu) = 0 e Ríx) E Aíx), salisfazendo as condições | e il. 


Suponhamos, então, Aíx) não nulo e gr[A(x)] > 9[B(x)]. 
Sejam: 
Atxj=ax ra xT +.tax+a,. ação 


Bod=0,X" +by xe +tbex+ bo, bo <0 


onde né m. 


Consiruamos o polinômio: 


Rj) = A(X) - Lt (1) 


m 
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onde: 


9[R 09] < gr ADO], pois hã o cancetamento de pelo menos a”x”. 


a a 
se griR,(x)] < gr[Btx)], a existência esta estabelecida; o par Q,00) = Ext R 


m 
Rix) respondem à questão. 


Se griR,(x)] = ar[B(x)), vamos escrever: 


Rbj=eçx+cp x +. +ejx+xg andec, 40 pm 


Construamos: 


Rotx) = RX) — Em Bb) (2) 


onde griRs00] < gr[R,(x)). 


Se griR,(x)]< gr[B(x)], a existência está estabelecida; o par Ox) + Qr00,. onde 
[+ 


Oolx) = a E Ra(x) respondem à questão. 
m 


Se griR,(=)] = gr[B(x)], vamos escrever: 


Ralx= dx dx ++dg+doonded,ç=0 e q2m 
Constryuamos: 


R$(x) = R$() - Stem BO) (3) 


onde gr[Ra(x)] < gr[R,(x)]. 
Se grlRalx)]<griBíx)], a existência está estabelecida; o par Quiz) + Qub) + 


d 
+ Qa(x) onde Q,(x)= E *",e R,(x) respondem à questão: 


Se griRa(x)] = gr[B(x)] o processo continua: 

Ralxj=Ra— Gg lx) xB(x) (4) 

Rob) =R, be) -— Onix) 6x) (n) 
Os graus gr [R; (x)] constituem uma sequência decrescente em : 


grR 0) > g[R5(x)] >... > grR,(x)] >... 
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Podemos concluir que exisie um natura! n tal que: 
g'IRç 09] < gr[B(=)] 
Então, somaindo membro a membro as igualdades de (1) a (n), obtemos: 
Ratx)= Atxy)-B(xO 0)+ Q500) +... + Q, [x] 


O par Q(xi=0,/[xX)+0,(x)+...+0,(x) e Rix)=R,fx) respondem à ques- 
tão proposta. 
Observe que se pode ter, na aplicação do processo, algum R;(x) =D. Neste caso, 


o par que responde à questão é 0(x)=0,(x)+ Q.ix)+...+Q,(x) e R(x)=R (x). 
£* parte: unicidade 


Demonstremos que o par Q(x) e R(x) obtido é único, Suponhamos que existe um 
outro par Q,(x) e R,(x) que responde à questão, 


Então: 
[Ato = Bpo>0() + Ri) Ro + R'tx) 
[gr [R(x)] < grfB(x)) ou Rbj=0 gr[R'tx)j<gr[B(o)] ou R'ix)=0 
Tem-se: 
Br) O(x) + Rix)e BixpO'(x) + R'(x) 
e dai; 


B(x) MQUx) — Qd] = R'tx)-Rox) tl) 
Se dois membros da igualdade acima não são nulos podemos escrever: 
g(B(x) 400%) = O '6o)]) = grÍR bo) - Rx] 
Nole que: 
gr(B(x) A0(x)— 000) = gr[BÓ)] + gr[00x)— Q'00] = 9r[Btx)] (1) 
griR'00) - Rbd) s máx. far[R'(x)): gr[RÓO]) < gr(B(x)] (2) 


As relações (1) e (2) são incompatíveis. Então, na igualdade (l), os dois membros 
devem ser nulos, dal, como Bí(x) não é nulo, obtemos R(x) = Rix) e 
Q(x) = Q'ix). 

Está estabelecida a unicidade. 


Oivisibilidade 


Se na divisão de A(x) por B(x) obtém-se Ríx) = 0, diz-se que A(x) e divisivel por 
B(x) ou que B/x) é um divisor de A(x). 


Se B(x) é um divisor de A(x), indica-se: 


Bóx) | AGO 
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Na prática, o quociente e o resto podem ser obtidos como descrevemes na 


demonstração da existência do par, dispondo as operações de forma conveniente, 
ê o método da chave para se efetuar a divisão. 


Exemplos 


2 
1º) Vamos efetuar ao divisão de Ab) = 30 + 4X + 1 por Big=W ++ 3 
Adoiamos a seguinte disposição prática: 


Abyj———————— 3x3 dg? 41 [2 +24+3 ———+ Bl) 
Es RE EA DA A 

—Qu>B(x) 3º — Bx' + Oy Ro + j + E —e Bix) 
Riigy)——— —— cex*- Buis ax? 41 


- Ea da ad 
-Q;/(x) =Bix) 


Bx tax) + 18x? + 12500 + 18x? 
Ritx) ————— pay) + Ea 


—CQs(x) rs — 6x2, 

Ra(x) = 1 - - 1627 Ox + 1 + 
=Quix) >B(x) 6x? - 32x — 48 
RapoR(x) E —41x — 47 / 


obtém-se “dividindo” 
o termo de maior 
grau de Aix) pela 
termo de maior grau 
de Bix) 


obtém-se ' (es 
q termo de maior 


grau de R(x) pelo 
termo de maior grau 
de B(x) 


obtêm-se “dividindo” gbtêm-se “dividindo” 
O termo de maior o termo de mator 


grau de Ra(x) pelo grau de Ra(x) pelo 
termo de maior grau termo de maior grau 
de Bbá de Bix) 


Tem-se, então: 


3x +. + 4x] +1 +1 = (x 4 +2x+3) (3 — 6x —6x? +3x+8) —41x— 47 


AÇO “Bo lc Qdo RG) 


O grau do resto, — 41x — 47, é menor que o grau de B(x). 
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2º) Vamos efetuar a divisão de A(x) = 2x/ + 5X - 10x +1 por: 
B(x) = 2x) - 5x+5. 


A(O) - 2x)+5x2-10x+1 2x? -5x+5 + B(x) 
4 E 2 o 
—2x + 5x — 5x x ++ e ps Q(x) 


5x) -10x+1 
50,2 2º 
2 2 
Cn qq 
2 2 
25.» 125 125 
-— x +— x-— 
2 4 4 
4 4 
Tem-se, então: 
Td 
2x! +5x2 AOxs tw (2x2-5x+5)] x2 02 4 PRE 
R Do ABA 4 


Observe que o grau do resto, Ext é menor que o grau de B(x). 


3º) Vamos efetuar a divisão A(x) = 6xº — 12x2 + 5x] + 140 - 20X) + 13x - 3 por: 


B(x)=2x? -4x+3. 


6xº 12x) +5xº +14x)-20x2+13x-3 | 2x]-4x43 
-6x8 +12x) - 9x! 3x*- 2x) +3x-1 


-4x) +14x)-20x2+13x-3 
4xº - 8x) + 6x? 
6x) -14x2+13x-3 
—-6x) +12x2 —9x 
-2x +4x-3 
2x2 -4x+3 
0 


R(g) = 0 
a divisão é exata: 
A(x) € divisível por B(x) 


— 


pira 


Tem-se, então: 


6x8 12x) +5xº + 14x] -20x2+13x-3= 
=(2x? -dux+3)ax! 2x2 +3x-1) e Rix)= 0. 


8.2 — Método de Descartes para a Divisão de Polinômios 


Na divisão de A(x) por B(x), suponhamos que: 
gr[A(x)] = gr[BO)] 


Sejam Q(x) e R(x), respectivamente, o quociente e o resto procurados. Da 
identidade: 


Ato) = Bb) + Ríx) 

obtemos: gr[a(x)]= gr[B(e)xatx) + Rix)] 

E, como griR(x)] <« gr[B(x)) (ou Rb) = 0), podemos escrever: 
gr(ÃOO] = griBtx) (x) 


Para os polinômios Q(x) e R(x) procurados temos: 


1) grtO)) = gr[A(x)] —gr[B0)) 
2) griR(x)] < gr[B(x)) (ou R(x) = 0) 


O metodo de Descartes aplica-se da seguinte forma: 


1º) determinamos o grau de Ofx) e o máximo grau que Ríx) pode assumir, a partir 
das relações 1 e 2, acima: 


2º) escrevemos os polinômios Q(x) e R(x), ande as coeficientes são incógnitas à 
serem determinadas: 


3º) escrevemos a identidade Aíx) = B(x)xD(x) + Rí(x) e dal determinamos os 
coeficientes incógnitos de Q(x) e de R(x). 
Exemplos 


1º) Efetuemos a divisão de Á(x) = mó - 6x + 4 por B(x) = é — Px pelo metodo de 
Descartes, 


grtO(x)] = gr[A(x)]-grlBix)])=3-2=1 


Portanto, O(x) é da forma ax + b: 


griR(x) « gr[B(x)) = 2 
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Então, o máximo valor para é grlRtx)] & 1 (ou Rix) e 0) À forma de R(x) é 
cx + d. 
Da identidade A(x) = Bix)xa(x) + Rix), obtemos: 

Br” -Bx+4=(xº-2x)ax+b) + (ex+ d) 

gx -Gx+4=axº+(-2a+bp +(c-2b)x+d 


Os coeficientes são ordenadamente iguais: 


a=8 
-Za+b=0 
Ec-Zb=-6 
d=a 


Resolvendo o sistema, obtemos a = 8, b=168,c=258 e d=4, assim: 
Qix)=8x+15 e Ríx)-=28x+4 


2º) Vamos dividir o polinômio Ab)=12xº-8xº-2x3+4x?-8x pelo poli 


nômio ax? —2x+1. 
grIQ(x) = gr[A(x)] - gr[B(x)]=5-2=3 


Portanto, O(x) é da forma axº +bxº +cx+d: 
gr[Rtx)) < gr[Btx)] = 2 
Então, o máximo valor para gr[R(x)] é 1 (ou Rí(x) = 0). À forma de Rix) é px + q. 
Podemos escrever: 
12x) -Bx* -2x)+4x? —-Bx= (3x? —-2x+ Max? +bx? +cx+d)+(px+ q) 
12x? -Bx! -2xº pax? —Bx = 3axº+(3b-2a)x* +(a-2bpe + 
+(b-2c+3d)x*+(c-2d+pjx+d+q 
Dai: 
ãda=12 
3b-2a =-B 
a-Zb+3c=-2 
b-2e+3d=4 
c-Zd+p=-8 
d+eg=0 
Resolvendo o sistema, obtemos a= 4, b=0,c0c=-2,d=0p=-6Ge q=0 
assim: 
Q(x) = 4x* —- 2x 
Rix)=-6x 


Exercícios Resolvidos 


a 


a ab 3 2 
8.1) Determine os números reais a e b para que o polinômio A(x) = 2x + ax + 
+ bx— 3 seja divisivel por x? —-5x+1. 
Snlução 


Efetuando a divisão pelo método da chave: 


ex) s+axº+bx-3 x — Bx + 
-2x)+10xº - 2x 2x + [10 + a) 


iD+a)x?+(b-2)x-3 
-((iO+rajx? +(50+5a)x-(10+a) 
(48 +5a+bjx—(13+a) 


Queremos que a divisão seja exata: assim, o resto deve ser nulo, isto &: 
[48+5a+b=0 
-(13+3)=0 

Resolvendo o sistema, pbtemos a =- 13 e b= 17. 


Vamos resolver o problema utilizando o método de Descartes. 


Se a divisão é exata, ismos R(x) = O, e o quociente Q(x) é da forma mx + , 
pois grl(x)j=3-2=1. 


Então: 
2x) +axº +bx-3= (x? -5x+ imx+n) 
2x) +ax? +bx-3=mxº+(n-5m)x? +(m-5nix+n 
Dai: 
m=2 
n-bSm=a 
m-&n=b 
n=-3 
Resolvendo o sistema, obtemos: ga =—- 13 e b=17. 


8.2) Numa divisão de polinômios em que o dividendo é de grau p e o quociente de 
grau q. qual é o grau máximo que o resto pode ter? 
Solução 
Na divisão de A(x) por B(x), sejam Ot) e Rí(x) o quociente e o reslo, 
respectivamente. Temos: 

gr A 6x)] = gr(B(x)] + 9r(Q(x)] 

griR(x)] < gr(Bix)] 
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e, então: 

p=gr[Bo)]+a 
isto é: 

gr[B(x)]=p-a 
Concluímos que: 


griRQd)]<p-q 
Então, o grau máximo que o resto pode tere p- q- 1. 


8.3) Determine os números reais a, b, c e d, sabendo que o polinômio 
pog=x'-xº + ax] +bx+c dividido por xº+d dá resto n(x)=x, e dividido 


por x?-d dá resto ro(x)=—X. 


Solução 


Vamos efetuar a divisão de p(x) por é+d: 


xº-xº+axº +bx+c x + a 


“20 nina ana Ven Cerro ds ans nm mr 


-xº +(a-d)xº +bx+e 
xó +dx 
ta- dp +(b+d)x+c 


-(a - dx” -dta- d) 
nix) = (b+d)x+(c+ dº — ad) 


E sendo rjix)= x, obtemos: 
ib+d=1 (1) 
lc+d-ad=0 (2) 
Analogamente, na divisão de p(x) por x — d, obtemos: 
fotx) = (b- dc? + (c+d? +ad) 
E, sendo ro(x)= —x, temos: 
fb-d =-1 (3) 
le+d2+ad=0 (4) 


O sistema formado pelas equações (1), (2), (3) e (4) nos dãa=0 b=0, 
c=-fed=t. 
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8.4) Verifique que se o polinômio x” — a” 


é divisivel por xP — a”, então m é 
divisivel por pm>p e ax0, 


Solução 


Vamos efetuar a divisão de x" a” por xP-—aP: 


x -a" wP — a” 
=" + BP gm-P OP + PP 4 
ju -a 
— aPxP-P 4 a2Pym-2p 
a Pymedp ano 


Podemos concluir, então, que o quocients na divisão é na forma: 
Ogo)= x"PyaPyn-2P, q als MP samp 
e o resto é da forma: 
Rixj=afyP*Po a”, sen 
Devemos ter Rex =D isto e: 
aºP xP gr =) 
Como a * O, para se ter a identidade acima, necessariamente: 
m-sp=0 


daí:m = sp, o que demonstra a propriedade. 


8.5) Os polinômios f(x) e g(x) são divisiveis por h(x); então, demonstre que O 


resto ríx), da divisão de f(x) por g(x), também é divisivel por h(x). 
Solução 


Se os polinômios ftx) e g(x), são divisiveis por htx), existem os polinômios 
qix] e q,(x) tais que: 


fix) = ix) ma(x) 
g(x) = h(x) xga [x) 


Na divisão de f(x! por g(x) temos: 


foco) = g(x) xq(x)+r(x) 
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Temos, sutessivamente: 
hope (x) = him (x ax) + nix) 
rix) = nix) Aoaix) — qoix)>0(x)] 


À igualdade acima demonstra a propriedade, 


8.6) Na divisão de um polinômio pix) por aíx), o resto é r(x); na divisão de pix) 
por bix) o resto é r5(x), na divisão de p(x) por aíx)>b(x), é r(x). 
Demonstre que se rx) é dividido por a(x), o resto é m(x), e se r(x) é 
divididopor b(x), o resto é ra(x). 


Solução 
te ato pe... ta EO. | atoa 
ntx) q, (x) lx) Galx) rx) q(x) 


pix) = ax) (x) + nx) (1) | pix) = bien (x) + rtx) (2) | prox) = [atepdpo pato + bo (3) 


! gr [1,40] < grla(x)] fselatal < gr [bíx)] for [rtx)] < gr[atx)>h(x)] 
[ou níz)=0 jou mí(x)=0 lou rtxjn a 


Da hipátese temos. 
Subslituindo (3) em (1), obtemos: 


[atx)>60e)]ratx) + rtx) = abe)>atx) + nix) 
rÊx) = a(x)/0,(x) -b(x)>q(x)] + no) (4) 
quociente resto 


E sendo gririx)]<grla(x)]our(x)=0,a igualdade (4) mostra que se 
dividirmos r(x) por a(x) o resto é 0%). 


Analogicamente, se substituimnos (3) em (2), concluímos que o resto da 
divisão de rix) por bi(x) é rox). 


8.7) Um polinômio pí(x) dividido por x + x + 1 dáresto-x+1 e dividido por 
x? -x+1 dá resto 3x + 5.Qual o resto da divisão de p(x) por x + x +17 
Solução 
Inicialmente, observe que: 

(e sx ux] >x+D=xt4%x241 
e que o resto procurado, de pfx) por x + + 1, é da forma: 
r(x) = aW +bd+cex+d 
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Temos: 


pt) ij afxj=xi+x+1 


ROO) = -x+1 


B(X) |) bg=xl-x+41 


Talx)=3x+8 


a(x)b(x) 
[eli SR TC +x + 


rix)=ax*+ bx +cx+d 


Do exercicio anterior, podemos concluir que se dividimos r(x) por 
alxy=x2+x+1 crestoé r,=-x+1: 


ax +bx” +cx+d wX+x+1 


(b-a)jx?+[c-a)x+d 
-(fb-a)x?-(b-a)x-(b-a) 
nix)=(c-bjx+(d-b+a) 


edaic-b=— 1) e d-bra=1 (2. 


Analogicamente, se dividimos r(x) por bb) = XX —- x + 10 resto ê 
Fa(x)=3%+5: 


axi+bx” +cx+d x - w+ 1 
-ax) + ax” — ax ax+(b + a) 


(b+ajx?+(c-a)x+d 
“(b+ajx?+(b+a)x-(b+a) 


ra(x])=(b+c)x+id-b-a) 


edaiib+c=3 (3) e d-b-a=s5 (4) 


Resolvendo o sistema constituído pelas equações (1), (2), (3) e (4) obtemos. 
a=-2,.b=2,c=1 e d=5; então: 


rise +2x) 4 x+5 
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8.8) O polinômio ftx) dividido por xº+xº +1 dá resto x) +2x]+3x+4. Qualéo 


z 


resto da divisão de f(x) por xt +x+1º 


Solução 
Inicialmente, observe que: 


x ext si=t rx+ (x) =x +) 
Temos: 


DE + x tjx* - + 


HM) | abj=x+x+1 meme CT 
nÃx) nix)= 0 +20 +3x+4 


Do exercício 3.6 concluímos que ri(x) pode ser obtido dividindo-se r(x) por 


afx): 
wi + 2x2 + 3x +4 é +x+1 
Ea eo O A 
x +2x+4 
—-x"— 4-1 
O 3 


Então, o resto procurado é nix) = x + 3. 


Exercícios Propostos 


8.9) Divida o polinômio A(x) pelo polinômio B(x), nos seguintes casos: 
ajA(x)=x]-4x)+5x-B e B(xj=x2+2 
bjatwy=x]+2x)-6x+4d e Bixj=x? +x-2 
cAtx)=2x]-3x) 44x? -5x+6 e Bix)j= x? -3x+1 
djAbjy=x)-2x*-6xº-Bxº +5x-6 e Bx)=x)-3x?-x+3 
8.10) Determine a e b para que o resto da divisão do polinômio 2 — 2x* + ax” - 
- 7x) + 3x + b pelo polinômio xº+4 seja 3x+2. 


8.11) Determine a e b para que o polinômio 2x) +ax? -1Dx+b seja divisivel por 
2 
xº —-Ix+1. 
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8.12) 


8.13) 


8.14) 


8.15) 


8.16) 


8.47) 


1.18) 


8.19) 


8.20) 


B.21) 


Na divisão de um polinômio de grau 5 por um outro de gtau m, 
encontrou-se quociente de grau q e resto de grau 4. Determinem e q. 


Seja o polinômio: 
fog) =x! -(aripo —(a? -4)xº +bx+c 

a) Determine o quociente da divisão de f(x) por x? -x-2. 
b) Determine b e c, em função de a, para que a divisão seja exata. 
Sejam os polinômios: 

ftx)=x)+3bx?+3cx+d 

gix)=x2+2bx+e 
Se f(x) é divisível por qg(x), verifique que f(x) é um cubo perfeito e g(x) é um 
Quadrado perfeito. 


O polinâmio a(x) dividido pelo polinômio btx) dá quociente q(x) e resto rx 
a(x) dividido por x xb(x) dá o mesmo resto r(x). Verifique que x| q(x). 


Na divisão de um polinômio A(x) por Bix) o quociente é O(x) e o resto É 
Ríx). Qual é o quociente e qual é o resto na divisão de A(x) por 2>8(x)? 


Determine m. n e p de modo que c resto da divisão do polinômio 
6x*+mx? +nx+p pelo polinômio 2x) -4x2 +43 seja x2 +3. 


Um polinômio f(x), de grau 3, dividido por x? -4 dá resto Bx+2 e quando 
dividido por x? +1 dá resto 2x + B. Determine f(x). 


O polinômio f(x)=xº+4myxº+6ax2+4bx+c é divisível pelo polinômio 
g(x)= x? +3mxº + 3ax+b, Verifique que: a=m”, b=m' e cem” 


Determine os números reais p e q, sabendo que x! +1 é divisível por 
xº +px+a. 


Sejam os polinômios: 
At) =pé+(p'+qu+(Zpg+rix+qi+s 
Bix)=px+(p”- gx +m-q'+s 
Cie)=x]+px+q 

Mostre que se Cíx) | A(x), então Cí(x) | Bix). 


8.22) Um polinômio P(x) dividido por x + 1 dá resto 4; dividido por xº +1 dá reslo 
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2x + 3, Qual é q resto da divisão de Ptx) por tx+ Dix? + 1)? 


2 


8.23) Um polinômio f(x) dividido por x + 1 dá resto 2, dividido por x? -x+1 dá 


resto x- 6 e dividido por x? +1 dá quociente x +2. Determine f(x). 


8.24) Determine os reais positivos a, bh e c, sabendo que o polinômio 
ax* +bxº+g dividido por x? +1 dá resto r,(x), dividido por x! +1 dá resto 
Fo(x), é que n(x)»ra (x) = 2(x— 1)fx — 5). 


127 


Capitulo 
A divisão de polinômios 
em que o divisor 
é de grau 1 


se 


9.1 - Teorema do Resto 


Q resto da divisão de um polinômio p(x) pelo polinômio x = c é o valor 


numérico de p(x) em c, isto é, o resto é p(c). 


Demonstração 


Na divisão de p(x) por x- c temos: 


[plx)= (x-c)atx) + r(x) 
lgrlr(x))<gr[x-c]=1 ou r(x)=0 


À segunda relação garante que r(x) é constante: tem grau zero ou é nulo. Para 
calcular essa constante, substituimos x por c na primeira relação, temos, 
sucessivamente: 
ptx) = (x-c)q(x) + Fr 
I 
' 


constante 
p(c)=(c-c)a(c) + r 
p(c)=r 


o que demonstra a propriedade. 


Do teorema do resto, resulta o teorema de d'Alembert: 


Um polinômio p(x) é divisível por x— c se e somente se p(c) = O, isto é. 


c é uma raiz de p(x). 


É imediato que o teorema do resto pode ser ampliado para os divisores 
x+c ax-b e ax+ b ondeaxz0. 
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Temos, então, o resultado, 


Exemplos 


1º) O resto da divisão de poj= x) -2x*+3 por x- 1 é: 
p(l=1-2+3=2 
2") O resto da divisão de pix)= x) +3x? -x-3 por x+3 & 


p(-3])=(-37 +3(-=3)"-(-3)-3=0 
Então, p(x) é divisível por x + 3, ouainda:- 3 é a raiz de p(x). 


3º) O reslo da divisão de p(x)= 8x) +2x+1 por 2x- 16: 
a 
1 1 q 
p[Í 85) + 2 4+1=3 
5) 8 2 


boy O resto da divisao de pix]=x2+3x-1 por 3x+1 é: 


a 
(-5)=(5) gg o pia 
3 3 3 q 

9.2 - O Dispositivo de Briot-Ruffini 


Na divisão de um polinômio p(x) pelo polinômio x— e, o quociente e o resto podem 


ser obtidos atraves de um procedimento muito conveniente, conhecido como 
dispositivo de Briot-Rufini. 


A descrição desse dispositivo vem a seguir. 
Na divisão do polinômio: 


piy=-a x sa x ra ox +..ra,xº +ax+aga *a0 e nz1 


pelo polinômio x -— c. o quociente q(x), de grau n — 1, é da forma: 


qu) = 0,4 x + Qua 4 quan + 0x2 + GX+0O 
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Vamos aplicar o método de Descartes para efetuarmos a divisao de p(x) por x — c: 


ado -2 n-3 . 
o + Qu 2x""É + Quoax +... +Q,X+go 


Xx-€C 
n n=1 n-2 E 2 
Qn.4X +Qn.2X + Qn-3X +. +q,X + dox 


2 


n=1 n- 2 
-CQn 1X -CQ, 9X Tt -...-cgax* = cqx-cag 


M=1 


Qno1X” + (Gn2 — CQnna)x]! + (na — Can-p)x "2 +... + (q, — CO, )x? = (qo —cas)x — €do 


constante 


T 
A identidade p(x) = (x- c)q(x) + r nos dá: 
Qn-1= 3n 


E, então: 
Qn-1 = a, 
Qn-2 — An 1 + CQnns 
Qn-3 = an-2 + CQn-a 
Q;=az+€q; 
do =aj+cq, 
r=ag+€C 


O cálculo de q, Qn-2- o e fr, através das igualdades acima. tem nalureza 


recorrente e, na prática, pode ser efetuado com a utilização do dispositivo de 
Briot-Ruffini: 


CQuos Papo os Cj * a; 


Node | | 


Gn— Qr —2 Qn-3 
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Exemplo 
Vamos dividir o polinômio x*-7x-6 por x-3. 


O quociente é q(x)=1xx? + 3x — 2 eoresto é r=0. 


9.3 - Observações Sobre o Dispositivo 


1º) Quando o divisor & da forma x + c, escrevemos x + c=x— (- c) e aplicamos 0 
dispositivo; por exemplo, vamos dividir o polinômio p(x) = x! +6x?-3x-6 por 


x + 1: 
Ri O) 6 - 3 -B 
a da 1619)+0 E1)-1)+6 7:6€0+63) | (10) -C0+68) 
- 7 “0 4 


O quociente é q(x)= 15x? - x? + 7x -10 eo resto é r=4 


2º) Quando o divisor é da forma ax — b, onde a = 0, o dispositivo de Briot-Ruffini 
pode ser usado com pequenas modificações. Temos: 


p(x) = (ax-b)xa(x) + r 
e dai 


p(x) =[4-2 aaço +T 
CD er, a 
q'(x) 
Dividimos, então, p(x) por X + obtendo o quociente q'(x) = aq(x) e o resto r. 


Observe que, para oblermos q(x), fazemos 09) = 5>a (6) e que o resto 


desejado é o resto r obtido. 


Por exemplo, vamos dividir o polinômio p(x) = 2x) +4x2-6x+8 por 2x - 1. 
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4 
Dividimos, enlão, p(x) por x — 2 : 


25 ; 
O resto encontrado, Re & o resto procurado, os coeficientes do quo- 


ciente encontrado, q (x). devem ser divididas por a = 2, para se ohter q(x): 


5 
ea = DD 
aj=-—xº4+—2+—& 
aê) aa > 
+ 5 F 
XJ=4H +>E=— 
ql) dio” 


Vamos, dividir a polinômio p(x) =32xº + 243 por 2x +32. 


3 
Dividimos, então, p(x) por x+ 2 : 


=4B 2 — 408 GE zero 


Ô resto encontrado é o resto procurado: r= O, os coeficientes do quaciente 
encontrado, q (x), devem ser divididas por à = 2, para se obter q(x): 


alxi = 5x0) = 164º —24xº +36xº - 54x + 81 


9,4- A Divisibilidade pelo Produto — Teorema 


Se um polinômio p(x) & divisível (separadamente) porx—- a e porx-—b, 


a *b, então p(x) é divisivel pelo produto (x-a)x(x— bi) 


Demonstração 


Inicialmente, observe que p(a) = O e que ptb) = O, pois p(x) é divisivel por 
x-a e por x-b. 
Na divisão de p(x) por (x — ajx(x — b) o divisor é de grau 2; então, o resto é da 
forma rix) = mx + n. Temos: 

r(x) 


pb) = j(x-alx-b))aglo) + mx+n 
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Substituindo x por a e por b obtemos: 


p(a)=[la-aj(a -bilala) + ma + n 
ptb) = [ta -b)(b-bja(a) + mb + n 

e sendo pia)= p(bj=o: 
Resolvendo o sistema acima, vem m =n=0, edair(xia= OD. 


Observações 


12) É fâcil verificar que a reciproca desse leorema É verdadeira, isto E, Se 


ptx) é divisivel por (x — a) (x — b), então p(x) é divisível porx— a e é 
divisível por x- b”. 


22) O teorema pode ser generalizado para um número finito de peneiEs 
(x-b) (x-c)... (x-() onde a, b, Cc... tsão distintos dois a dais. 
9.5 — A Divisibilidade por (x -— b)” — Tearema 


Um polinômio pí(x) & divisivel por (x — ey se e somente se: 


1º) píx) é divisivel por x — c; 


2º) o quociente qtx) da divisão de p(x) por x- c também é divislvel 
porx-e. 


| 
Demonstração 


4º parte 


Hipótese: p(x) é divisível por (x — cj. 
Tese. pix) é divisivel porx-c e qui é divisivel porx—c. 
se p(x) é divisivel por [x —» cf, podemos escrever: 
pix)=(x-c)q'(x) 
ptx)= (x c)[tx — cjq'Qo)] 
qlx) 


. identidade acima mostra que ptx) é divislvel por x - c e que o quociente da 
divisão de pix) porx— e: 


qix) = (x—c)a (x) 
também é divisivel por x— E. 


2” parte 


Hipótese: pix) é divisivelporx-— c e qu é divisivel porx— E. 
Tese: p(x) é divisível por (x - e)”: 
Se píx) é divisivel por x— c, podemos escrever: 
pix)=(x—c)xq(x) 
ese, q(x) é divisivelporx — 
qix) = (x— E) xq (x) 
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Da!: 
p(x) = (x —c)fbx- cja (x)] 
pbe = (x-c)2 xg'(x) 
o que garante que píx) & divisivel por (x — cy 
Observação: Da mesma forma. pode-se demonstrar que" “um polinômio pf) & 
divisível par (x — c)” se e somentie se: 
1º) p(x) é divisivel por x —c; 
2ºj o quociente qtx) da divisão de p(x) porx— c é divisivel por x— E; 
3º) o quociente q (x) da divisão de qlx) porx— c é divisivel por x — c”. 


O teorema pode ser generalizado para um divisor da forma (x — c)”. 
Exercicios Resolvidos 


9.1) Determinek. ke K. para que o polinômio p(x)= x" - 5x) +kxº -2x+6 seja 
divisível por x+2. 


Solução 
Devemos ter p(-2) = O (teorema do resto): 


(-2/1 = 5(-2)º +kX-2)º - 2(-2)+6=0 


sk +65 =0 
esa 
2 


92) Delermine os valores de a a = &, sabendo que o resto da divisão de 


poJ)=x]+x]-Sx-a?+6B por x- a é positivo. 


Solução 
Devemos ter p(a) > O 


al+a?-Sa-a'+850 


a? -Ga+8>0 
edaia=?2 oyara. 


9.31 Determinea e b, no polinômio f(x) = x! + 2x) +ax+b. de modo que fix) + 1 
seja divisivel porx+ 1 e fix)—- 1 seja divisivel por x — 1. 
Solução 
Se o polinômio f(x)+i=x)+2x?+ax+b+1 é divisivel por x + 1, tem-se: 
=1P + 2-7 > ay b+1=0 
Seo polinômio f(x)-1= xls 2x] +ax+b-1 é divisivel por x — 1. tem-se: 


+. 2) + ad +b-1=0 
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Dai, temos o sislema: 
—-a+b=-2 
Eu 
Então a=0 2 b=-2. 


04) Qual deve ser o valor do coeficiente c para que os restos das divisões de 


pbJ=x2raxº+bxº+cx+d por x+12 epor x-12 sejam iguais? 
Solução 
Deve-se ter: p(-12)= p(12). 
Então: 
(AB) ra(-12y +Dbi-123+ c(-12) + d = 128 + ax127f+ bX12) 
edai: AZc=12e e c=0 
9.5) Determine m para que o polinômio p(x)=xº -5x?+4x—m seja divisível 
por 2x +71. Qual o quociente na divisão? 


Solução 


O problema pede o quociente na divisão. Neste caso, a melhor solução é 
aplicarmos o dispositivo de Eriot-RufHini: 


418 
OD quociente E: ab) = 503 5x? E 


-51 = 
À divisão & exata; e-m= De dai: m= E, 


40 846 
9.5) Um polinômio p(x) foi dividido pela palinémio x — a. Usando-se o dis- 
positivo de Briot-Ruffini, obteve-se o quadro abaixo: 
Determine pfx). 


3 4 Sd E 


al b -40 c 24] 40 
Solução 


Dbserve que no dispositiva temos sucessivamente: 


a=b 

bra — 4=-1D 
-10U»a + 5=€ 
ca + de= zd 
gia + 2e=40 
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9.7) 


9.8) 


5.9) 


Dai.a=-2, b=3 c=25, d=74, e=85, 
Então: p(x)=3xº -4wl + 5x? + 74x+88. 


m 


Efetusadivisãode x" -a” por x-a,n>1 caro. 
Solução 


Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini: 


(1 —1) zeros 


LAO DD 1 -an 
ali a al al... ar? a-tl O 


Então: qixj=x""" saw"? say ag x+a*”” e ref. 


Efetue a divisão de x" +a porxtan>1 e az0. 


Solução 
Inicialmente observe que o resto é: 


r=(-a)"+a” 
senêépar. r=2a”, senéimpar r=0. 
Aplicando o dispositivo de Briot-Ruffini; 


4º caso: né par 


11 (O) 0 Dos 0 a” 
ali -a q? =a3 cane | 2aM 
Então: quuj=x"".ax"tsa?ynd a rysaf e r=Za" 
2º caso: ne impar 
o do sad an 
-al1i -a à? -a3,. qn Ô 
Então: quj=x""-ax"2.a?;"?-arZy+art er-0 


Determine os valores de m e n de mada que o polinômio. 
Pio) =xº +(m+n-2)x)+5xº- 3mx+6 
seja divisivel por (x - xx —- 2), 
Solução 
Pix) & divisivel por (x-1)xx-2) se e somente se Pix) for divisivel por 
(x-1)epor(x-2),istoé, P(ij=DeP[2)=0: 
p()=1*+ (maen-Bx1)+ SXIP- 3mx1) + 6=0 
p(2)=2º+ man-2)u42P + 5X2+ 525 - 3mM42) + 6=0 


ta? 


9.10) 


4.1) 


9.12) 
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Dai: 
n-m+10=0 
ên+ 2m+ 26 =0 
o quenosdá:n=-d e m=3. 


ML 4 3 2 
Calcule os valores de a e b de modo que o polinômio Pbj= x +X +3x+ 
2 E ES Aeee 2 
+ ax+ b seja divisivel porx + 1. 


Solução 
Observe que: 
Da 2 p : 
xe +tl=x]10=(x-iMx<+i) 
Assim, para que Ptx) seja divisível por x + 1 é necessário que P(x) seja 
divisível por (x-i) e por(x+i)istoé,Pj)=0 e -ij=0 
pú=C+P + 3x4)º + axi) + b=0 


Pty =(-t+(-iP+raA-i) + ax-i) + b=0 
Dai. 


fai+b-2-i=0 


l-ai+b-2+i=0 
o quenosda 2=1 e b=ê2. 


Determine a e b de moda que o polinômio: Pig=x])-xº+2xº+ax+b seja 
divisivel por (x — 1). 
Solução 


O teorema 9.5 sugere-nos efetuar duas divisões sucessivas pelo dispo- 
sitivo de Briot-Ruffini: 


a+2 


la+Z2+b=0 


O sistema: 


nosdá a=-Seb=3. 


Um polinômio P(x) dá resto 4 quando dividido por x— 1 e restb 12 quando 


dividido por x —- 2. Determine o resto da divisão de Pí(x) pelo produto 
(x —1) [x — 2). 


Solução 
O teorema do resto nos dá: P(ij=4 e PiZi= 12. 
Como o produto (x-W(x-2) tem grau 2, 0 resto da divisão de P(x) por 


(x-1 [x - 2) lerá, no máximo, grau 1 (ou será nulo); então será da forma 
Rix) = ax+b. 


9.+3) 


9.14) 


Termos: 
R(x) 


P(x) = [(x— )tx- D)]O(x) + ax+b 
Pb =[(1-NUt-2)]a() + ax + D=4 
P(z)=[t2-1)(2-2)]0(2) + ae + b=12 


O sistema 
a+b=4 
Zza+b=12 
apresenta como soluçãoa=B8 e b= -d. 


Assim, o resto procurado é R(x) = Ex — 4. 


O polinômio f(x) dividido por x — 1 dá resto 2x + 1. O polinômio g(x) dividido 
por x — 3x + 2 dá resto x + 2. Qual é o resto da divisão de stx) = Hx) + gix) 
por x— 1? Qual resta da divisão de p(x) = fix) zg(x) por x— 17? 


Solução 
Temos: 
fl) = (x? — gb) +(2x+1) (1) 
gi) = 00 -3x+ 2) (x)r(x+2) (2) 
O resto da divisão de six) por x- 1 é s(1)=H(1) + g(f) 
O resto da divisão de p(x) por x-= 1 p(1)= (Dagfl) 
Em (1) e (2) subslituindo x por 1: 
ft)=3 
gtD=3 
Dai, o resto da divisão da divisão de six) por x - 1 é &; o resto da divisão 
de pix) porx—- 1 é 9 
f(x) é um polinômio tal que 9 [f(x)z3. fbo) dividida por x — 1 da quociente 
q(x) e resto a: q,(x) dividido por x - 2 dá quociente gx) e resto 3: 
galx) dividido por x — 3 dá quociente gs(x) e resto 4. Determine a, 
sabendo que 2f(2) = 3f(a). 


Solução 


Temos: 
fixy= (x— Da(x)+a (1) 
qU)=(x-2a2(0)+3 (2) 
ga(x)= (x— 3gg(x)+ 4 (à) 
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Substituindo (2) e (3) em (1), sucessivamente: 


fix) = (x=fix- gg, (x) + dj+a 
D4(x) 
flo = (x —1) fix — 2) [e —3)gs (x) + 4)+3) + à (4) 
pix) 
Em (414. substituindo x por 2 e, em seguida, por 3: 


H2)=(2-942-23-2)0,(2)+4] + 3) + a 


Zero 
fig)=3+a 
f(3)= (3-1 €03- 2)13- Bo, (3)+4] + s+a 
ZETO 


flaj=14 + a 
E sendo 2 fiz) = 3 f(3) temos: 


GE+2a=-di+ka 
E dai: a=- 36. 


9.15] Qual o resto da divisão do polinômio f(ixj= x"? — 2x” + 1 por xº- 1? 


Solução 
O divisor x] —1 tem grau 2, entãa, o resto é da forma: 


Rix)=ax+b 
Temos: 


Rix) 
x ag ste (x? -Valxj+rax+b 


Substituindo x por 1 e sem seguida por — 1, obtemos: 
PO 29 +1=(1º-Daty+ra+b 
(UV za pf t= (1 -Jat-)-a+b 
O sistema. 


nosdãa=-2e6b=2 


Então, R(x) =— 2x + 2. 
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9.18) 


9.17) 


Determine um polinômio f(x), de grau 3, que é divisível por x- 3 e que 
dividido porx+1,x-—1 e x-2 dá resto sempre iguala 5. 
Solução 
Podemos escrever. 

fix) = (x + Dqg(x)+ 5 

fix) = 6x — Nazix)+ 5 

fo) = Ex — Z)gaix)+ 5 
Dai: 

fix) - 5 =(x+Daix) 

flx)—5 = (x — 1)g,tx) 

fix)— 5 = (x— 2)gatx) 


As identidades anteriores garantem que o polinômio T(x) — 5 & divisivel por 
(x + 1), (x— 1) e (x- 2): então, f(x) — 5 é divisivel pelo produto (x + 1) (x — 2) 
Logo: 

fog = 3 = (x + Dix— Tx — 2) »mbx) 


E, sendo f(x) — 5 um polinômio de grau 3, q(x) tem grau zero. ou seja, é 
constante: 
fO)-S = (x + fx — ix — 2) »k (1 


Também f(3) = 0. pois ftx) é divisivel por x— 3. 
Substituindo x por 3 na identidade (1): 
f(3)-5=(3+1)(3-14(3-2)k. comf(3)=0. 


dal: k = -s e. voltando em (1): 


5 
fO)=-—|x+ Dlx- ix - 2) 
õ 
Determine os coeficientes a e h para que a polinômio f(x) = aw + bx! + 
seja divisivel por (x - 1 Determine o quociente. 
Solução 


Vamos aplicar o dispositivo de Briot-Ruffini. efetuando duas divisões 
sucessivas: 


Do cam 0 


a+hb a-b a+b e. a+ b A-s 
a ga+b Ja+2b ga +3b... Lna+in-tihz 
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O sistema: 


Ja+b+1=0 
lna+(tn-1b=0 


nos dá a=-=n-1etb=-n, 
Observe que o quociente na divisão de f(x) por (x — dE Ê: 


qu) =(n=1)x""2 + tn 2)x Pp + 2841 


Exercicios Propostos poco 


9.18) 


2.19) 


9.20) 


9.21) 


9.22) 
9.23) 


d.24) 
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Efetue a divisão de A(x) por B(x) nos seguintes casos: 


mBjA(x)=x"-2x)+4x? -6x+8 e B(x)=x-1 
n)A(x)=2xº-5x)-8x e B(x)=x+3 
cjA(x)= 4x] + x] e Bix)=x+1+i 
djAbj=x*-x]"-x e Bix)j=x—1+2 
eJátx]=4x2-8xº +8x+10 e B(x)=2x-8B 
F)A(xX)]=6x] -7x+8 e BbJ=Ix+d 


Um polinômio ftx), do segundo grau, dividido por x— 1, x—2 e x-3 dá 
restos 1, 8 e 27, respectivamente. Delermine f(x). 


Determine o valor de m de modo que o polinômio 5x* — Bx* + 4x] - mx+2 
seja divisivel por x + 2. 


Dividindo-se polinômio Píix) por x — a, usando-se o dispositivo de 
Briot-Ruffini, obteve-se o quadro abaixo: 
4 EK: c d e 
alb 1 -5 4/0 


Determine o polinômio Pix). 


Divida x"-a" porx+an>1 e azo, 


Divida x*"+a" porx-an>1 e aÉo. 


Determine a e b para que o polinômio ax*+bx? -28x+15 seja divisível 
por x+3 eque, dividido porx-— 3, dê resto — BO. 


9.25) 


9.26) 


9.27) 


9.28) 


9.29) 


9.30) 


9.31) 
9.32) 


9.33) 


9.34) 


2.35) 


8.36) 


Dê as condições que p e q devem satisfazer para que o polinômio seja 
divisível porx+a(p e qnaturais,p>q e as 0). 


Verifique que: 

a) o polinômio fb)=(x-2)/0+(x-199 1 é divisivel por x? -3x+2. 

b) o polinômio fh)=tx+18"- x” -2x-1 é divisível pelo polinômio: 
x(tx + 1) »(2x+ 1). 

Senéêimpare ab, verifique que o polinômio: (a+b+»)]-4 -p'-w é 

divisivel por (x + a) (x + b). 

Verifique que o polinômio 2x) -15x)+12x2+7x-B é divisivel pelo 

polinômio (x — 1) (x — 2) (x + 3) Qual o quociente dessa divusão? 


Os restos das divisões de um polinômio p(x) por x-1 epor x-2 são 3 e 


4, respectivamente. Qual é o resto da divisão do polinômio P(x) pelo produto 
tx- 1) (x- 2%? 


Determine o resto da divisão de um polinômio A(x) por B(x) = Ri 
conhecendo-se A(i) e A(-i), onde iê a unidade imaginária. 


Qual é o resto da divisão de x'º + 2x” -3x!+2x+5 par x24x-2? 


Determine o resto da divisão de um polinômio Atx) por B(x) = É + 5x - [5] 
sabendo que A(2) = 1, A(- 1)=3 e que o quociente da divisão de A(x) por 
B(x) é divisivel por x +1. 


Os restos das divisões de P(x) por x + 1, x —-1ex-2 são 5,-1 e 
-—1, respectivamente. Qual é o resto da divisão de Pix) pelo produto 


(x* —- tix- 2)? 
Um polinômio p(x), quando dividido por (x — 1) (x+2), dá resto 2x + 5. Dê os 
restos das divisões de pb) por x- 1 e por x+2. 


Quando um polinômio píx) é dividido porax - b e por bx -— a, os restos São 
iguais e os quocientes são q,(x) e q(x), respectivamente; a e b são reais 


não nulos e ja| * |b|. Mastre que qg,(x) é divisivel por ax-b e que 
g,(x)+q.(x) é divisivel por x— 1, 


O polinômio f(x), dividido por ax + b, a + O, dá quociente q(x) e resto r. Qual 
é o resto da divisão de: 


a) fix) por x+2 


Db) xxfix) por ax+b 
c) x2 f(x) por ax+b 
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9.37) 


9,328) 


9.39) 


9.40) 


9.41) 


9.42) 


9.43) 


Q.443 


9.45) 


9.46) 


9.47) 


2.45) 


9.45) 
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O polinômio f(x), quando dividido por x — 1, dá resto a, dividido por x + 2, dã 
resto b, O quociente da divisão de f(x) por x— 1 é q(x). qual é o resto da 
divisão de q(x) por x + 2? 


Determine o polinômio f(x), de grau 2, sabendo que f(x) é divisivel por x-4 
e que, dividido porx-— 1, x-2 e x- 3, dá o mesmo resto 6. 


Determine a e b para que o polinômio ax'+bx'+1 seja divisivel por 
(x = 9)*. 
E 2 À 

O polinômio A(x) = xº + px + q é divisível por (x - aj. Verifique que 
p=-Sa* e q=4aº, a=z0 Qualo quociente na divisão? 
Verifique que o polinômio phoy=x"-e"*tenond- (noix +n é 
divisivel por (x-1)?, mas não é divisível por (x- 1)?. Qual o quociente da 
divisão de pí(x) por (x — 1º? 
Verifique que o polinômio ptx)j=x(x"-na”S+a"(n-9 é divisível por 
(x- a)?. Qual é o quociente na divisão? 
Determine os números reaisa e b e o maior inteiro m, de tal mado que o 
polinômio p(x) = W“-at+bé-be+ 2x-— 1 seja divisivel por (x-1)”. 
Mostre que o polinômio 

ox O cmo 


Ex) E , 
Na nd. MO o 

1. de dao edE 
é divisivel por (x —- 1)? 
O polinômio p(x)=2x*-ax? +. 19x? -20x+12 é divisivel por (x-p), 
onde a E p são inteiros positivos. Determine a e p. 
Determine o polinômio f(x) de grau 3, sabendo que f(x): é divisível por 
X+ 2, dividido por x + 1 dá resto 3; e dividido por (x — 1)? dá resto -9. 
Verifique que o polinômio p(x)=x"º + xt xtet2 4, wy4%3 ondea b ced 
são inteiros positivos, & divisível por x) 4x2 +x+1. 
O polinômio f(x)=x"(x?+ax+b), com n inteiro positivo, dividido por 
ix-2)? da resto 2"(x- 2). Deteminea e b. 


Prove que o polinômio f(x)= (cos p+x sen 9)” — costnç)- x sen (ng) É 
divisivel por x? +1. 


Capitulo 


Qutros temas 


1 Ó importantes 


10.1 — Polinômio Derivado 


Definição 
Seja o polinômio de coeficientes complexos: 

pix=aç+rax+raçx rar +. +apxts.+axºa,ã0 e nz1 
Chama-se polinômio derivado de p(x) ao polinômio; 


1 


píxi=a, + 28,x + 3agxº +... + kaçx! +..+ nax 


De uma forma abreviada, podemos escrever: 


n n 
ptej= Ea ak = p'(x)= EkaçxS! 
k=0 


k=1 


Em particular, se o polinômio p(x) é uma constante ou é o polinômio nufo, então o 
polinômio P'(x) & o polinômio guto. 


Exemplas 

19 Se p(x)=6+5x+ 4x”, então píix)=5+20x= 5+8Bx. 

2º)Se pix]=2x) +4x?+2x+10 então p'(x)= 32x) + 2xix + 2=6x +8x+2. 
3º) Se p(x)=2x+1 então p'b)= 2x2 = 2, 

dº) Se p(x)=3, então p(x)=0. 

Adição — Propriedade | 


Quaisquer que sejam os polinômios p(x) e q(x). tem-se: 
[609 + 9007 = p'Gg+g (x) 


Se um dos polinômios & uma constante, a propriedade é evidente. Caso contrário, 
sejam: 


Demonstração 


po)= 5 at e q(ix)= > bx 
k=0 k=0 
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Suponhamos n 2 m; observe então que os coeficientes b, são nulos para 
m<k sn. E, considerando esses eventuais cosficientes nulos, podemos escrever; 


n 
p(x)+aq(x)= > (a +by)x* 
h=0 
Por definição, tem-se: 
a m n 
prog = ka att) = 5 kbodo! pode alo] = Sktaç tb” 
Kw1 k=1 h—1 


Dai: 


Il 


n mn 
p'oy+ qo) ka + Skbodo! 
kem 1 k=1 


Se (ka! + koto! = 
k=1 


h=t 


[Mp2 


kia, + byjx IpÉx) = qbo] 


” 
IE 


4 


Propriedade Il 


Sejam o polinômio pix) e o número complexo À. Tem-se: 
[Beto = Arp't)] 


Demonstração 
Se pix) é constante, a propriedade é evidente. Caso contrário, seja: 
- k 
p(x) = ba ax 
&aô 
Tem-se: 
A 
Amplx)= 5 Aayx" 
k=0 
e, por definição: 
A k=+ n 
p= kaçé” e Apto]'= 5 (Kage!) 
1 


k= 


— 


Dai: 


Ap'(x) = indo Kaya = So (Aka?) = [Apto] 
h=1 


k=1 
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Multiplicação — Propriedade Ill 

Quaisquer que sejam os polinômios pí(x) e qíx), tem-se: 
[ROO >q6e)]'! = pro >gbo) + plx)>g'fx) 

Demonstração 

Veja exercicio 10.12 

Propriedade IV 

sejam os polinômios p(x) e q(x), tais que: 


pl) = [q(x)], ondene Nº 
Então 


p'(x) = nx 900] >q'(x) 
Demonstração 
Veja exerclein 10,12 
Exemplos 
tj Se ftx)= pó ax+2)+ De + 4%), tem-se: 

pix) g(x) 
DO) = (2x + 1) + (3x0 + 4) 
pix) q'(x) 

2º) Se fix)= 20 dx" +ax? + 4x+5), tem-se: 


pix) 
Fo) =2044xº + 6x+4) 
“pas 
3º) Se f(x) = (x) + 2xº + 5x) x + 6x? + 2), tem-se: 
— pO q) 
Pod = (3x + dx por +6x) 42) + Drax? +Ex)d5x" +12x) 
CC pho ax) plo “qb 
4º) Se então f(x) = (xº +13x7)200, então (x) = 200xxº +13x2)/ 8x? + 26x), 
E GP) ga) 


Derivação sucessiva 


Seja p(x) um polinômio de coeficientes complexos. 
Define-se polinômio derivado de ordem n do polinômio píx). notado com 
plo, como segue: 
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Assim, tem-se sucessivamente: 
pl (x) = plx) 
pl(x) = pt) 
pl(x) = [p'bo]!. que também se o nota p'“(x) 


pºt(x) = [p"(x)], que também se nota p"'(x) 


Exemplo 


Sendo o polinômio ptx)= x“ +6x) +5xº + 7x+8B, temos, sucessivamente: 


plpy=pohy=x'+6x)+5xº+7x+8 
pla) = p'tx)= 4x) +18x]+10x+7 
pix) =p'tx)=12xº + 36x+10 
pl) = pt) = 24x+36 

px) =p'"tx)= 24 
pP)=pr'bo=0 

pf(x) = px) = ptpx=...=0 


Observe que na sequência o grau dos polinômios diminui de 1, assim, se p(x) tem 
grau n, todos os polinômios derivados de ordem superior a n são nulos. 


Exercicios Resolvidos 


10.1) No polinômio pi)=axº+bx+c a =0, tem-se p'to)=0, Verifique que 


ato) = DÊ = Sae 
= E . 
Solução 
Temos. 
pix)=2ax+b 
pla)=0 > 224 + b=0 > + 
Ei 
2) -=b Br qb: bº -2bº + dac 
ea da 2a da 
b* —- dac 
da 
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10.2) Determine um polinômio na forma p(x)=ag+ax+a,x? + a;x), sabendo 
que: 
piZx) =p (x)xp'(x) 
Solução 
Temos: 


10.3) 


pizx)=ag+ra(20)+a,(2x)º + a(o 
M2x)=ag+2ax+da,x” + Ba,x* 
pix)=a,+2a;x+3a;x” 
p'ixj= 2as+basXx 

Sendo p(2x) = p (x) xp"(x), temos: 

an+2ax+4a;xº + Bart =(a,+ 20,X+ 3a,x2 (2a; + Eaax) 

ão +2a pi +da,x? +Bayx* = 2a/á,+(6a as + das Ix +18a,a4xº +1Ba gx” 


Ô sistema: 
2a;a, = à, 


Ga,a, + 4ai = 2a, 
18a,a, = da, 


18as = da, 


Apresenta como solução: 
1º)aç=a,=a,=a,=0 e píx) é nulo 


2) ag=a,=a,=0,835 Es [E p(x) = 2x3, 
9 9 
Um polinômio p(x) satisfaz a condição p(x)+p (x) = 2x? +5x+4, Determine 
pix). 
Solução 


Note que o grau de píx) é maior que o grau de p'(x); então, o grau de pix) é 
iqual ao grau da soma isto é, p(x) tem grau 2. 


Então, pí(x) e da forma: 


pixj=axº +bx+c, az0 
Dal: 
ax? +bx+c+2ax+b=2x2+5x+4 
p(x) pix) 
ax? +(b+2a)x+(c+b)=2xº+5x+d 
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Resolvendo o sistema: 
E = 
b+7Za=5 


jc+b=4 
obtemos: a=2,b=1lac=3 então píxi= 2x) + x+ 3, 


10.4) Os polinômios f(x) e gix) satisfazem a condição: 
gb) = x? 4160] 
Calcule g'(3), sabendo que f(3)=2 e f(3)=1. 
Solução 
Usanda as propredades da polinômio derivado, temos: 
propriedade ll 
g'09)= Bltco) + x2x3[H3)) 46x) 
propriedade IV 


Substituindo x por 3: g(3)=234HDP + SG NHMP>'(3) 
g(3)=2:0:0º 432302 
g(3)=154 


10.5) Para o polinômio p(x)= x*, demonstre as implicações: 


123 hsk=o pp dot 


1.93 hokes pliGgy=o 


Solução 
Para a demenstração da primeira implicação, vamos usar o Metodo da 
Indução Matematica. (Veja volume 2 desta coleção, p. 38.) 


Teorema 1 
A primeira implicação é evidente parah = 0 
Teorema 2 
Hipótese: suponhamos que a implicação é válida para h < k isto &: 
pl (e) = Ag poe tr 
Tese: demonstremos que a implicação é válida para h + 1 sk, isto é 
presta) = Ap na ct 
De fato: 
po Pç = [ope]! = [Agp ootP] = Ay Ny = A gn kh) at! = 
Es (k gs hj XÁ h seg el) = À k el og = [+] 


—. 


A 


kh 
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à primeira implicação está demonstrada para todo h, h « k Em particular, 
para h= k tem-se: 


pl) = k! 
Dai, para h > k, como k! é uma consiante: 

pl(x) =D 
o que demonstra a segunda implicação. 


Exercícios Propostos 
10.6) Para cada polinômio p(x) abaixo, determine p'po: 


a) plx)=5x) 3x2 +x—1 
b) pos 2 5? By caxt rx 


7 


ce) pixj= (x xs xx+ 4d) 

d) p(x) = (5x? +7)º 

e) plx)=(1+5x—8x2)º 

9 plx)=(a+b)" meN* e b=D 


10.7) O polinômio f(x), de grau 2, satisfaz as condições: [(l) = 2, f(2])=1 e 
fi0])= 4. Determine-o. 


10.8) Determine a, b e cno polinômio P(x)= 5x) +axº +bx+c, sabendo que: 
Pio) + kix- IPG) + (x!-DP'(x) = O ke R 


10.9) Um polinômio f(x), de grau 2, satisfaz a condição fix) (x) = 2x) + 6x) + 
+ 10x + 6. Determine-o. 


10.10ja) Se p(x)= 5x*, determine p'(x), p"D:) e p“'(x). 
b) Se p(x)=3x*+5xº -4xº +8, determine p'“tx). 


10.11) Seja o polinômio: 


Demonstre as implicações: 


n 
1)hspplia > aÃ pet 


E=h 
2º53h>n>p!Yx)=0 


10.12) Demonstre as propriedades Ill e IV, referidas anteriormente, neste capítulo. 
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10.2 — Máximo Divisor Comum 
Definição 
Sejam a(x) e bí(x) polinômios não nulos, de coeficientes complexas. 


Então, o polinômio d(x) é um máximo divisor comum (mdc) de a(x) e bix] se e 
somente se: 


a) dix)ja(x) e db] b(x) 
b) se c(x)ja(x) e c(x)|b(x), então cDo|d(x). 
Indica-se: 
|d(x) = mde [atx)y: bl] 
Observe que se d(x) é um máximo divisor comum de aíx) e bíx) então 
Axdix), À e Tº, também o é. Dai, um máximo divisor comum de aíx) e b(x) não 
É ÚNICO, 
Exemplo 


Se a(x)=(x-1tx-2Hx-3) € bix)=(x- filx- 2))tx— 4), um mde de a(x) e bi) 
é diix)=(x-1(x-2) qualquer outro mdc desses polinômios & da forma 
dix) = cxx—1) (x-2), onde cz 0. 

Definição 

Chamamos normalizado a um polinômio p(x) não nula, se o seu coeficiente 
vdominante é 1, neste caso então, píx) tem a forma: 


| x +aç x +.+raxrao 


se q()=h,x"+b, x +... +b, é um polinômio não nulo ande by * 0, exisle um 
polinômio ptx) tal que: 
1 b 
jm — oque) = x" + oci ya O 
pix) E »a(x) Ta E 

Então, para todo polinômio q(x), não nulo, há um único polinómio mor-malizado 
píx). que é o produto de aix) por uma constante c, c * OD; pfx) denomina-se 
polinômio normalizado associado a qix). 


Por exemplo, se qix)= 3x) + 2x2 + 4x+ à, tem-se: 


o 


wxj=—[3xº +2xº 5 4x +5]=x] +—>xº + X+— 

plx) 3! ] 3 es 
Observe que, se o(x) é um mdc de aí(x) e b(x), podemos associar-lhe um 
polinórmio d.(x), normalizado, tal que: 

d;(x) = mdce [a(x) b(x)] 

Denomina-se mdc normalizado de aí(x) e bix) ao polinômio ditx). Assim, para 
cada par [a(x); b(x)], esse polinômio dy(x) é único. 
Agora, vamos construir um processo para a determinação do mdc de pelinômios. 
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Teorema 


Se aíx) e b[x) são polinômios não nulos, onde gra(x)) 2 grlb(x)j, e 
rx: não nulo é o resto da divisão de aí(x) por b(x), então: 


made [a(x) b(x)] = mde[b(e): rix)] 
Demonstração (opcional) 
Temos; 
a(x)=b(x)-gix) + mix) e, dai, rêx)= a(x)— bb) >o(x) (1) 
sejam mdc (aí(x), b(x)] = d(x) e mdc [búc: nix) = djlx) então: 


d(x) | a(x) = alx) = dox)>=q,(x) 
dix) | btx)] = bix) = dix)»q,(x) 


Subslituindo em (1), vem: 


r(x) = dexa 0) — dix) q (x) agi x) 
Fix) = docigix) — qtx)=00x)] 


e dai, podemos concluir que: deoJrix). 
Como d(x) |b(x) e dt) |rtx), concluimos que dt) | d, (x) = mde[dêx): ro]. 
Por cutro lado, temos: 


dit | bx) = b(x) = d(x)>05(x) 
da (x) | eÊx) => r(x) = dytx) ra 0x) 


e, substituindo na identidade a(x) = bix)aqlx)+r(x), vem: 
ado) = 4 Cas (x) ra(x) + dixpa (o) = 4,0) Aa (0)>q0x) + qalx] 
isto é, d(x)ja(x) E, como d Gob(x), vem: d;00 | d(x). 
Se do) d(x) e di(x)| d(x), vem a tese: dt) = dy(o). 
O algoritmo de Euclides 


O método de obtenção de um mdc de dois polinômios, que se baseia no teorema 
anterior, uliliza O algoritmo da divisão repetidas vezes — esse método denomina-se 
algonimo de Euciiges, Vamos descrevê-lo, 


1. Sejam os polinômios afx) e b(x), com gr(a(x) > gr[b(x)], e seja mx) o resto da 
divisão de a(x) por Bix). 
Se r(xw)=0, então b(x) = made [a(x); bx). 


2. Se n(x)=0D, tem-se mde [aíx): b(x)] = mdc [bix); rix)] 
Seja r,(x) O resto da divisão de b(x) por n(x). 
Se r(x)=0, então m(x) = mde[aíx), b(x)). 


3. Se r;(x)*0, tem-se mdelbix); m(x)] = mdefr(x), raix)]. 
Seja r;ix) o resto da divisão de ri(x) por raix). 
Se nix)=D então ra(x) = mdc [afx); b(x)]. 


Observe que efetuando as divisões sucessivas temos: 
grlb(x)] > grlr(x)] > grir>(x)] > grlra(x)] >... 


Então. após certo número n de divisões, sempre se atinge uma divisão exata (a 


divisão de um polinôrnio por uma constante é certamente exata), isto é, se ríx) = O, 
temos: 


Fn4tx) = mde[a(x); DO] 
Observe a sequência das operações executadas: 
a(x) = búe)q, (x) +n(x) 
bix) = m,(x)q, (x) + ro(x) 
00) = 1,D)gqs(x)+ra(x) 
mz bx) = Tn 106) Gn 0X) + Fax) 
mc O 


O polinômio r, ;(x) é um mdce de a(x) e btx); a ele podemos associar 0 mdc 
normalizado. 


Exemplos 


1º) Vamos determinar um mdc de alx)= x] 422º +x)+3x? 4 Jx+2 € 
bigj=x)+ 4x 44x? x? 


1 Dividimos a(x) por bfx): 


su a(x)=x0,2x)ex)r3xl eax [xitáxiraxi o x-2= bh) 
xe gxó gx ay) a 2x? — ex + 4 


-2xº Axl +2x) 5x +Ix+2 
247 1 8x) 4 Bxº—- 2x] — 4x 


A FAQ Apt = 2 


-dx* 16x) 16x] 44x +A 


nx) = 632 13x] +3x+10 
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20) 


2. Dividimos bix) por mix) 


bhdy=x+4x) 44x? -x—2 - 6x - 13x + 3x + 10 = "400 


4 
ada Sa da, ER 
2 [5 36 
BULA PR Rc 
6 Pa 
11,3 143 3,04M, 55 
=D" Pr-=sxp= 
ç 36 12" “48 
ty Ee 
38 12 18 
3.Dividimos r, por ra(x) AD da PgçÃo = Fatx) 
ntx)=-6x) 13x? +3x+10 po SR E 
Bxº +18xº + 12x BRAD 
- 19 19 
9x" +15x+10 
-Sx? -15x-10 
rbd=D0 


Então, ra(x) = mde [a(x); b(x)); o mde normalizado é: 
digj=x]+3x+2 


Observe que os cálculos são exaustivos, para faciltá-los, pode-se, por 
exemplo, antes de dividir bix)por r(x), multiplicar b(x) por 6. 


Assim fazendo, r5(x) estara multiplicado por uma consiante, O que pouca 
importância tem em nosso propósito, pois se d(x) é um mdc de a(x) e b(x). 
então cod(x), c 20, também o é. 


Vamos determinar um mde dealx)= 6x) —- 13x? +9x-2 e b(x) = 2x) — 3x + 1. 


1. Dividimos alpor b(x): 


alx)=-6xº -13x? +9x-2 2x - 3x + 1 =b(x) 
Rr 
4x" +6x-2 
4x? -Bx+2 
nix)=0 
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Então. b(x) é um mdce de aíx) e b(x): o mdc normalizado é: 


db = x? pp 
2 


2 
4 
3º; Vamos determinar um mde de a(x)=x*-x) 7x] +x+6 e btx) =x — 
- 13x+ 36. 


1, Dividimos a(x) por bjx): 


x* —- 13 + 38 = bix) 
epa = 46 1 


ri) =-xº +6xº +x—30 
2. Dividimos bix) por nx): 


boc= xi -13x] +35 


re rr rr eo re 


“+ 6 rx- 30= ng) 
— x! +6x44+xº - 30x 


6x?! —-12xº —- 30x +36 
- Ex) + 36x” +6x- 180 
ro(x) = 24x* — 24x — 144 


3. Dividimos nO por rat»): 


rix)= -x) + 6x] +x- 30 


nbj==x"+ 24xº - 24x — 144 = t,(x) 
x) -x? -6x e lbagãa do 
- 24" 24 
Bxº 5x — 30 
- Ex? +5x+30 
Faixj= O 


Então, ra(x) = mdc [aíx): b(x)); o mdc normalizado é: d(x) = x -x—6. 


ÀS vezes, e quando isto é possível, dadas as limitações de espaço, 
podemos dispor os cálculos da seguinte forma: 


Dix, 


a Gob) 
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4”) Vamos determinar um mdec de: 


ato) = (e-2)(x- 39x + 2) 
[=] 
bpe) = (x 2)2 (x — 3x + 4), 
Observe que a(x) e bix) estão fatorados em um produto de poléncias cujas 
hases são polinômios do primeiro grau, dois a dois distintos. Então, para 
formarmos um mde, construímos ao produto dos fatcres comuns aos 


polinômios dados, afetados esses fatores nos menores expoentes com 
que aparecem em a(x) e bjx): 


d(x) = (x—-2)?(x— 3) = mde[a(x): bt) 


Observe que o polinômio d(x) satisfaz as condições da definição. 
Definição 


Chamamos primos entre si aos polinômios não nulos aí(x) e b(x), quando: 


Mdc [a(x): b(x)] = k. k constante, k + D 


Observe que se a(x) e b(x) são primos entre si, o mde normalizado de aíx) e 
btx) é 1. 


Exemplo 
Vamos determinar um mde de a(x) = 2xº +4x!-2x+2 e bix)- 2x2 4x1. 


1. Dividimos a(x) por bbo: 


ad) = 2x" 14x? - 2x +2 


Treo mt qe. ani em 
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2. Dividirios b(x) Dor rfx): 


Dbby=2x]+x-1 


ns DU AL a an ana Dm 


E Rio 

21 

CER 

21 

59 1121 

21 441 
580 

Fa(X) = — 

(x) 441 


3. A divisão de ml(x) por ra(x) é exata, isto é, rs(x) = 0. 
Então, ry(x] = DA e md ta(x) b(x)]: e. sendo ra(x) constante, aíx) e b(x), são 


primos entre si. 


Exercicios Propostos 
E são osso sto sia = 


10.13) Dê o mdc normalizado des polinômios a(x) e b(x), nos seguintes casas: 
ajalxj= 2x! -4x) 4 5x]+2x-9 € big)=xº xt rx? 4 4x2 2x+3 
bja(x) = 4x) -20x] +25x)+10x?-20x-8 e bix)=a'(x) 
cjalx)=x]+3x? -8x-24 e bix)=x2+3x?-3x-8 
djabo= 2x) +7x]+10x+35 e bix)j=2x)+7x]-2xº -3x+14 


eja(x)=x]+12x-5 e b(x)=2x)-x2 44x +15 


10.14) Determine um mdec dos polinômios: 
aja(x) = tx* (x + 1)? 
b)b(x) = (x) + D(x— 1) 

10.15) Determine um mde dos polinômios: 
aja(x)= Hx - 1) x(x + 2)? 

bjb(x) = 4(x-192x(x + 4) 


10.16) Determine c, real, para que os polinômios x? +(c+6)x+4c+2 e x +(c+2) 
x + 2c tenham mdc de grau 1. 


10.17)Determine m e n para que os polinômios p(x)=2xº -xº -4xº +mx+n & 


que) =x? +2x-1 sejam primos entre si. 
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10.3 — Mínimo Múltiplo Comum 
Definição 


Sejam aíx) e b(x) polinômios não nulos. de coeficientes complexos 
Então, O polinômio m(x) é um minimo múltiplo comum (mmc) de a(x) e hix) se e 
somente se' 


a) mtx) é divisivel por a(x) e mb) é divisível por bb); 


b) se nix) é divisivel por atx) e ntx) é divisivel por b(x), então n(x) é divisível por 
mb. 


Indica-se: 
| m(x)=meme fa(x): 60) 
Observe que, se mix) é um minimo múltiplo comum de a(x) e bix), então 
Am), Ae T* também o é. Daí, um mínimo múltiplo comum de aí(x) e bb) não é 
unica. 


Exemplo 


Se alx)=(x-1tx-2%x-3) e bix)= (x — 1x — 2377 (x- 4), um mmc de apo e bí(x) 
é mix=(x-Nx-2y(x-3)x-4); qualquer outro mme é da forma 
mbj=exx— 1) Xx-2P(x-— 3)(x- 4), onde c = 0. 


Observe que, se mix) é um mme de ab) e bix), podemos associar-lhe um 
polinômio maix), normalizado, lal que: 

malx)= mma [a(x); b(x)] 
Ao polinômio m«(x) denominamos mme normalizado de a(x) e b(x). Para cada par 
[a(x); htx)], esse polinômio my(x) & único. 
Agora, vamos examinar como podemos determinar o mme de polinômios. 


Tearerna 


Sejam a(x) e b(0) polinômios normalizados; sejam também dtx) e m(xj o mdc 
normalizado e o mme normalizado de aíx) e bix), respectivamente, então: 


abodob(x) = dix)am(x) 


àceilaremos q teorema sem demonstração. 


Exemplos 


1º) Yamas determinar à mme de: 
aíx) = dx* 12x) + 13xº -6x+1 
e 
b(x) = 6x) 13x] + 9x2. 
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Inicialmente. determinamos um mdc de aí(x) e b(x) com o algoritmo de 
Euclides: 


dx)= 2x? -3x+1 


Dai, o mdc normalizado é: 


E MS 1 
d = Eat — 
(x) =x did 


Em seguida, multiplicamos o polinâmio normalizado associado a a(x) pelo 
polinômio normalizado associado a b(x); esse produto, dividido por d(x). da 0 
polinômio mx): 

m(x)=12x” - 44xº + 63x” - 44x" +15x—2 


O processo é, infelizmente, extremamente cansativo. 


2% Vamos determinar o mme de: 
alx)= (x 2)(x— 9x + 2) 
e 
Dix) = (x-2P (0 — 3x + 4). 


Observe que a(xj e b(x) eslão fatorados em um produto de potências cujas 
bases são polinômios de primeiro grau, dois a dois distintos. Então, para 
formarmes um mmc, construimas o produto dos fatores comuns e não 
comuns aos polinômios dados, afetados esses fatores nos maiores 
expoentes com que aparecem em aíx) e bix): 


mix) =(x—2)(x— 3)3(x + 24x + 4) = mme [a(x): b(x)] 


Otserve que o polinômio mix) satisfaz as condições da definição. 
Exercicios Propostos 
10.1B) Determine o mme normalizado de atx)j=x*-xº- 7x? +x+B e do poli 
nômio b(xp= x) — 13x) + 36. 
10. 19) Determine o mmc e o mde, normalizados, dos polinômios 
axp= x” 2x3 2 gl e big=x-1. 
10.4 - Uma Observação Importante 


Seja f(x) um polinômio na indelerminada X: 
flx)=aç+raxraçx]+..+raçx” 
com coeficientes em. 
Ao polinômio f(x), fazemos corresponder uma função f. de T em €, que associa à 


todo cw, ne va imagem: 


flu)=açraa+raça+..+aço” 


que é o valor numérico de fix) em o. 
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A Tunção Ff. 
[Case 
Ltex) =an+ax+...raçã” 


denomina-se função polinomial, 


Por exemplo, ao polinômio f(x) = x? +2x+1, associamos a função quadratiça f. 
1 = O 
foj= x +2x+1 
e, ao polinômio nulo, associamos a função constante f. 
[T = 
[t(x)=0 


na qual lodo e, c e £, tem imagem zero. 


Exercícios Suplementares 


[19 Um polinômio f(x) tem cosficientes inteiros. Sabe-se que 


t(A)= A, (A é inteiro positivo) 
fio) = P 


onde P é um número primo, maior do que À Determine A. 


1,2) Determine os números reais a e b tais que: 


- pese 
e 28 n(n+1) 
1.3) Um polnório fix) é tal que: 


; + 
atoa = vu wyuelcever 


Verifique que f(x] é da forma ap + a,X. 
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11.43 


11.5) 


1.6) 


11.7) 


11.8) 


11.9) 


11.103 


11.11) 
11.12) 


1.13) 


11.14) 


11.15) 


152 


Determine a e b para que: 
a b 2x0" + 3 
10* - 1 10! + 2 10" = DUTOS + 2) 
Determine A, B e Ctais que: 


1 A, =| C 


DD >> ————>—>——>— +——————— 
sen X »Cos x[Sen x+cos x) Senx cCOSx senx+cosx 


En iR Ad 3 3 2 
Determine a. be c para que o polinômio na variável nº an" +bno+en, 
represente, para todo n, a soma dos quadrados dos n primeiros numeros 


inteiros posilivos, 

Um polinômio f(x), de grau 3, é tal que H-2)=-8,H-D)=-LHD=3 é 
fiz) = 11. Determine HO). 

Um polinômio f(x) dividido por x + 3 dá quociente q(x) e resto - 5 q(% 


dividido por 2x-1 dã resto 4, Qual é o resto da divisão de f(x) por 
2x2 +5x—-39 


Determine os reais p e q para que o polinômio Atx) =x? +px +q seja 
divisor de Atx*). 


Um polinômio f(x) de grau 3, quando dividido por x?-x+2 e por x2+x-1 
dá restos 5x-7 e 12x-—1, respectivamente. Determine f(x). 


Divida o polinômio (x-2) -1 por x-3 onden > 1. 
Seja Rix)=mx+no resto da divisão de um polinômio P(x) pelo polinômio 
Tix)==º-(a+bjx+ab, em que a e b são constantes distintas. 


a) Determine m e nem funçãodea e b. 


b) Determine m e n, ng caso particular em que Pixj= x a =-1€ b=2. 
c) Prove que, no caso 6, cada um dos coeficientes m e n é inteiro. 


Um polinômio f(x) dividido por tx-bJtx-c),tx-c)tx-a) e (x-al(x—b) dá 
restos 3x-1,x+1 e 2x+3 respectivamente. 


a) Determine a, b, c. 
b) Determine o resto da divisão de f(x) por ix-a)tx-b)(x -c). 


O polinômio f(x) dividido por x -5 dá quociente gix) e resto 3; g(x) dividido 
por x-3 dá resto 2. Qual q resto da divisão de f(x) por x-3? E por 
x? - B8x+157 


Os polinômios aíx) e b(x) têm uma raiz comum a. Seja r(x) o resto da divisão 
de a(x) por D(x): verifique que r(x) é divisivel por x-— a. 


11,151 Seja iby=x)+xº-2 um polinâmio de grau 3 que admite raiz 1 e duas 
ralzes complexas, não reais c e À. 
a) Delermine um polinômio gi)=ax? +bx+c, de grau 2, tal que giD=1, 
Arj=P e g(ihj=a. 
b) Determine glg(x)]? 
c) Qualé o grau de glg(0))? 
d) Verifique que h(x) = glg(x)] - x é divisível por f(x). 


1.17) Venfique que *" +x" oP*? é divisivel por x +x+1, ondem.n e p 
são naíurais. 
1.18) Determine m para que o polinômio x" +x" 41 seja divisível por 
x +x+1 me Nº. 
11.19) Calcule o resto da divisão do polinômio: 
poy=urx sx ex xd! ox 
ajpor x-1 
bi por x? —1 


1.20) Demonstre, usando o Métado da Indução Matematica, que um polinômio 
de graun,n > 1, admite no máximo n raizes. 


1.21) Determine p, pe E, sabendo-se que o polinômio: 


Ab) =x"—-3xº +px+1 
é divisivel por A"íx). 


1.22) Seja q polinômio ftx) = x* 


+ax+b 
a) Determine a e b, sabendo que f(-1=4 e f(-1)=0D. 
b) Determine p para que ED (= 1 x(x+p) 
1123) Considere o conjunto dos polinômios, com coeficientes reais, da forma: 
Pix)j=ax? + bx + € 
Define-se: 
(POO)) = PO) + ix Pt) 
Mostre que: 
a) AP) +P,00] = AP(x)] + AP) 
b) lkP(x)] = kxplP(x)] ke R 


11.24) Determine os reais t e u para que os polinômios píx)= wa dta 1x? + 


+2x+2u e qx)=x" +tx? +u tenham mde de grau 2. 
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PARTE II 


Capitulo 11 — Equações algébricas 
Capitulo 12 — Razões múltiplas 
Capítulo 13 — Raizes imaginárias 
Capítulo 14 —- Relações de Girard 


Capítulo 15 Equações reciprocas 
Capitulo 16 — Razões comuns 
Capítulo 1? —- Raízes reais 


“ 


Capítulo 


1 1 Equações algébricas 


11.1 — Introdução 


Uma equação algébrica (ou polinomial) é uma equação do tipo: 
P(x)=0 (118) 


onde P(x) é um polinômio. Caso o polinômio tenha grau n, diremos que a equação 
tem grau n. 


Exemplos 


a) 4x? +(3-5i)x? +9=0 é uma equação algébrica de grau 3. onde a variável é x. 


b) (6 + 3i)y? +7y+8=0 é uma equação algébrica de grau 2, orde a variável é y. 
c) 2x+3=0é uma equação algébrica de grau 1, onde a variável é y. 
d) 6x)=0 é uma equação algébrica de grau zero. Observe que esta equação 
não tem solução, isto é, seu conjunto-solução é vazio: 
S=0 
e) 0xx=0 é uma equação para a qual não definimos grau (o polinômio do “lado 
esquerdo” é identicamente nulo). É fácil perceber que qualquer número 
complexo é solução dessa equação, isto é, no universo dos complexos, o 
conjunto-solução é: 
S-=E 
f) Consideremos a equação: 
2x) +9x2+1=2xº 46x] +7x-8 (1) 
que é equivalente a: 


2x) .9x241-2x)-6x?-7x+8=0 (11) 
que, por sua vez, é equivalente a: 
3x2 -7x+9=0 (II) 


Observemos que a equação (Il), que representa a igualdade entre dois polinômios 
de grau 3, é equivalente à equação (lil), que é uma equação algébrica de grau 2. 
Em principio, poderiamos também dar o nome de equação algébrica a equações 
do tipo: 

A(x) = B(x) 
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onde A(x] e B(x) são polinômios tcomo, por exemplo. a equação 1) da exemplo À. 
No entanto, essa equação sempre é equivalente a uma equação do tipo P(x) = O: 


Atx) = B(x) = A(x)-Blx)=0 6 P(x)=0 
Px) 


Neste livro, chamaremos de equação algébrica a equações do tipo Péx) =. 
Conforme veremos, isso facilitará nossas linguagem, pois poderemos, indiferen- 
temente, falar nas raizes da equação P(x) = O ou nas raizes do polinômio Pix). 


Neste e nos próximos capitulos, faremos um estuda sobre as raizes das equações 
algébricas (isto é sobre as raizes dos polinômios) no universo das numeras 
complexos, embora possamos dizer que esse estudo ja foi iniciada no capítulo 9 


deste volume, com o teorema de d'Alembert. De início, descariamos dois casos 
cuja análise é imediata: 


1º) casa em que o grau é nulo (neste caso, teremos sempre S = (2, veja exemplo 
o), 


2º) caso em que P(x) é identicamente nulo (neste caso teremos sempre 5 =€, 
veja exemplo e). 


Portanto, a partir de agora, nos vcuparemos apenas de equações algébricas De 
grau nx0 as quais tem a forma: 


29X" rag +. rax+a, =0] (11.2) 
onde; 
nen 
An dn dp açe 
a,*0 
ds números a,, dn. dj Ao do mesmo modo que no casa dos pelind- 


mios, são chamados coeficientes da equação. 


Antes de considerarmos o caso mais geral de equação algébrica, é conveniente 
fazermos alguns comentários sobre as equações algébricas de graus 1 e 2. 


11.2 — Equação Algébrica do Primeiro Grau 


Consideremos a equação algébrica de grau 1: 


ax+b=0 | (11.3) 


onde ae b são números complexos quaisquer, coma * 0. Temos: 


ax+b=0D «o ax=-b os Re) 
E] 
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Assim, concluímos que a equação 11.3 sempre terá uma única raiz, que é o 


b e 
numero complexo ——, o qual indicaremos por x.: 
a 


PRP 
k a 


É importante observar (para aplicações que virão a seguir) que: 


ERROR fee PR PE | PO 
“E lo 


isto é, o polinômio do primeiro grau, ax + b, pode ser fatorado do seguinte modo: 


| ax+b=a(x- x.) (11.4) 


isto está de acordo com o teorema de d'Alembert: já que x, € raiz do polinômio 
ax + b, então este € divisivel por x — x4 (o quociente é igual à à). 


11.3 — Equação Algébrica do Segundo Grau 


Seja a equação de grau 2: 
ax +bx+c=0 (11.5) 


onde a, be c são números complexos quaisquer, com a * O. Como vimos no 
capitulo 2 deste volume (veja exercicio 2.7). essa equação sempre tem duas 
raizes complexas (que podem ser distintas ou iguais, reais ou imaginárias) 
indicadas por x, é x>que podem ser obtidas pela fôrmula: 


Pode-se demonstrar (faremos isso no item 11,6 deste capitulo) que o polinômio 
ax? +bx+c pode ser fatorado do seguinte modo: 


sx +bx+c=alx—x (x x)| (11.5) 


Já sabemos que a fórmula 11.5 é valida quando os coeficientes a, be ce as raízes 
X & X> São reais (veja capítulo 3 do volume 1 desta coleção). O que falta & 
demonstrar sua validade no campo dos complexos. 

Quando A = O, temos x = x; & dizemos que a equação 11.5 admite duas raízes 
iguais ou, então, que à equação tem uma raiz dupla ou, ainda, que a equação 
tem uma raiz de multiplicidade dois. Esta linguagem se justifica, pois neste caso 
a formula 11.8 fica: 


2 
ax +bx+c=a(x-x) (xx )=a(x—x4) 
isto &, o fator x = x, aparece duas vezes. 


Quando 4 * O, temos x, xx, e a equação 11.5 tem duas raízes distintas. 
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11.4 — Teorema Fundamental da Álgebra 


Conforme vimos nos dois itens anteriores, as equações algébricas de graus 1 e 2 
sempre têm solução. Mas O que acontece com as equações de grau maior que 2? 
Isto é respondido pelo teorema fundamental da Álgebra (T.F.A) 


Toda equação algébrica, de coeficientes complexos e grau maior que 


zero, aamite pelo menos uma raiz complexa. 


O que equivale a dizer: todo polinômio de coeficientes complexos e grau maior que 
zera admite pelo menos uma raiz complexa, 

Este teorema foi demonstrado pela primeira vez, de modo satisfalório, em 1798, 
por Gauss, em sua tese de doutorado (foi o próprio Gauss que o chamou de 
“teorema fundamenta! da Algebra”). Antes de Gauss, outros matemáticos (como, 
por exemplo, d'Alembern e Euler) apresentaram demonstrações do teorema, mas 
Gauss mostrou que todas elas eram incorretas (apesar disso há livros que chamam 
o T.FA de “tevrema de cdAlembert"). Como a demonstração de Gauss usa 
conhecimentos que estão acima do rivel deste livro, vamos admitir o teorema sem 
demoanstrá-lo. 


Tesrema de Abel 


O T.F.A. nos diz que toda equação algébrica de grau não nulo tem solução; no 
entanto, não nos diz como achar essa solução. Quanto às equações de primeiro e 
segundo graus, já sabemes cama resolvê-las. Para as equações de terceiro e 
quarto graus, conhecem-se fórmulas desde o século XVI: porém, tais fórmulas em 
geral são de aplicação demorada e não serão usadas neste livro (uma fórmula para 
a equação do terceiro grau foi mencionada ro capitulo 1 deste volume). Para as 
equações de grau maior que 4, o matemático norueguês Niels Henrik Abel 
(1802-1829) demonstrou que é impossivel estabelecer fórmulas gerais de 
esolução envolvendo operações a'gébricas com os coeficientes. Assim, a nossa 
siluação até o final deste livro é a seguinte: só sabemos resolver, no caso geral, 
equações algébricas do primeiro e segundo graus. Às equações de grau superior a 
2 Serão resolvidas em alguns casos particulares, quando for possível usar certos 
artifícios, ou forem reconhecidas informações sobre as raizes, aplicando-se 
teoremas que apresentaremos adiante. 


Dois artificios usados com frequência serão a fatoração do polinômio (quando a 


conseguirmos) e a mudança ce variável, como fizemos em alguns exemplos do 
capítulo 5. 


11.5 — Teorema da Decomposição 


Consideremos um polinômio P(x), de coeficientes complexas e graun z 1. tal que: 


Ea m n-—1 
Pi)=ax ra, x +.+ax+ra, 
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Pode-se derronstrar (faremos isso no item seguinte) que Píx) pode ser 
decomposta do seguinte modo: 


Í 
ae rag x +taxrag=a (= MUX-Xo)x—Xn)) (11.7) 


ande 05 números complexos x,, X,,....X, são as n raízes do polinômio Pix), islo É. 
são as n raízes da equação algébrica Pix) = O. 4s fórmulas 11.4 e 11.6 são casos 
particulares da iôrmula 11.7. 

É facil perceber que a decomposição 11.7 é única ta menos da ordem), isto é, os 
números %,,X5,.... Xp São as únicas raizes de Pix), pois nenhum outro número 


diferente de x, x,,.... x, anularia o “lado direito” de 11.7, ao ser colocado no lugar 
de x, 


Portanto, todo polinômio de grau n 2 1 tem n (e apenas n) raizes, que podem ser 
reais OU imaginárias, não sendo, contudo, necessário que elas sejam todas 


distintas: podemos ter algumas (ou todas) iguais. Se na decomposição 11.7 um 
certo falor; 


=x, 


aparecer m vezes, diremos que o número x; é raiz de multiplicidade m. Se um 


certo fator x — x; aparecer apenas uma vez, diremos que x; É uma raiz simples (Du 
raiz de multiplicidade 1), 


Exemplos 


a) Consitleremos o polinômio P(x)=2x) -3x?+Bx-t2 e vamos tentar deter- 


minar suas raizes. Neste caso, “por sorte” (Nem sempre teremos essa sorte), 
podemos fazer uma fatoração por agrupamento: 


2x) -3x2 +8x-12= 00» xº(2x-3)+ 4(2x-3)= 06 
o (2x-3hHx?+4)=0042x-3=0 ou x24+44=06 


a ou x=+2i 
3 


Portanto, as raizes de P(x) são os números = tie -2. O polinômio, sendo 


de grau 3 apresenta à raízes, as quais (neste caso) são todas distintas. Temas, 
então, de acordo com o teorema da decomposição: 


2x)-3x2+8x-12=2 Ps ei(x + 21) 
o 2 A 2) 


- 
—- q — 


b) Consideremos um polinômio P(x), que após ser decomposto, fica: 
Pix) = 5(x — 4)(x— 4) (x — 2i) 
Isto é; 
Ptx) = 5(x— 4)"(x — 21) 
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Se fizermos as multiplicações, obteremos: 
P(x) = 5xº — (40 + 10i)x? + (80+ BOi)x —160i = 5(x—4)*(x—21) 


Na decomposição, vemos que o fator x — 4 aparece 2 vezes e, portanto, € 
numero 4 é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla). Já o fator x — 21 aparece 
apenas uma vez, assim o número 2i é raiz simples. No total, P(x) tem 3 raizes. 
4 (dupla) e 2i (simples). 


ec) Sendo Ph = f(x 9x —- 3Y (x — 4Y(x+ 67, temos: 
5 é raiz simples 
3 é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla) 
4 é raiz de multiplicidade 5 
-— 6 é raiz de multiplicidade 3 traiz tripla) 


Pí(x) possui 11 raizes; portanto, é um polinômio de grau 11. 
dy Consideremos P(x)= 18xHx-—2)(x+i)"(x— É, Observando que: 
x* =(x-0)º 
temos: 


O é raiz de multiplicidade 3 (raiz tripla) 
Z é raiz simples 

- | é raiz de multiplicidade d 

| é raiz de multiplicidade 2 (raiz dupla) 


Assim, Pix) tem raizes 10 raizes; portanto, é um polinômio de grau 10. 
11.6 — Demonstração do Teorema da Decomposição 


Consideremos, então, o polinômio Pí(x), de coeficientes complexos e grau 
nz1 tal que: 


= m —1 
Pby=ax +aW”] +... +ax + a 


De acordo com o T.F.A., Píx) admite pelo menos uma raiz complexa. 
Representando essa raiz por x1, Ptx) deve ser divisivel por x — xy, isto é: 
PD = (x— x, Po (x) tt) 
onde Pi/x) é um polinômio de grau 1 = 1, cujo coeficiente dominante é an. 
supondo n-1 2 1, pelo T.F.A. o polinômio P.tx) admite pelo menos uma ratz 
complexa xp. Ássim, P4(x) & divisível por x — xz, isto é: 
Píx) = (x— X 3 Po (x) 


onde prix) e um polinômio de grau n - 2, cujo coeficiente dominante é an 
Substituindo em (1), temos: 


P(x) = (x — xx — x5)5P 4 De) (IN) 
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Pracedendo de modo semelhante, pelo número necessário de veZES, 
chegaremos a: 


Pix) = [x — xaJÊX— X9)...[X — x)», 


onde P, é um polinômio de grau n — n, cujo coeficiente dominante é ap. Como 
n-n = 0, conclulmos que P, é o polinômio constante a, e, portanio: 


Pixj=açfx- xy(x— x5)..[X—X,] 
Exercícios Resolvidos 
11.1) Resolva a equação 2x) -3xº —-3x+2=0, sabendo que uma de suas raizes 
é igual a 2. 
Solução 


Sendo Píx)j= 2x) -3xº-3x+2=0, o número 2 & uma das raizes de P(x); 
portanto, Pix) é divisível por x — 2: 
Pix) = (x- 2) (x): 


Efetuando a divisão de P(x) por x — 2, obtemos Pi(x): 


Pú)=2x*+x—1 


Portanto, 2x) - 3x? - 3x +2 = (x-2)(2x? +x—1). 


Assim: 
ESG e ' 
2x*-3x* -3x+2=D o (x-B)i2x +x-J=D6! au 


2x] +x-1=0 
à equação x — 2 = Q nos fornece a raiz 2, que já conheciamos: portanto, 
para obtermos as qutras raizes, resolvemos a equação 2xº +x-1=0, cujas 


1. 
raízes são -1 & -. Então, as raizes da equação dada são 2-1 e 2 isto 
é, O conjunte-solução é: 

í 1 
8= pot a 
] 2 ) 


Para completar, podemos ar a decomposição de P(x) em fatores do primeiro 
grau: 


2x! 3x? -Ix +2 = 2(x— 2x +i[x-5) =(x-—2)tx+1)iZx— 1) 
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11.2) 


11.3) 


tfá 


Decomponha o polinômio P(x) = 2x2 +4-10-3i)xº + (D+7i)x+(-2-2i) em 
fatores do primeiro grau, sabendo que uma de suas raizes é o número 1 +1. 


Solução 
Sei +iêé raiz de Pí(x), este é divisivel por x-(1+5): 
Po) = [x -01+D]P e) = (= 1-ipPtx) 
Efetuando a divisão de Ptx) por x=(1+i) obtemos Px): 
t+ | 3 (10 — 3h t9+7i) (-2-2i) 
| 3 -7 2 0 
P(x)=3x?-7x+2 

Para obtermos as raizes que faltam, resolvemos a equação 3x*— 7x+ 


+ 2=0 cujas raizes são 2 & E Assim, as três ralzes de Pix) são 
é 1 EA ds Sd 
i+i 2 e 3º portanto, a decomposição é: 


3x) +(-10—-30)xº +(9+7ijx+t-2-—2i)= 30 nte z[x-5)- 
=tx-1-ijix—2H3x— 1) 


Decomponha o polinômio Pixj=xº-8x)+17xº+2x-24, sabendo que 
duas de suas raízes são os números 2 E 3, 


Solução 
Já que 2 e 32 são raizes de P(x), podemos escrever: 
Po) = (x — 2)(x— 3) Q(x) 


Dividindo P(x) por x— 2, obtemos Q,(x) e dividindo Q.(x) por x— 3, obtemos 
Qu): 


Pix) di (x — 3) =D(x) Cr) x) 
x—-2 Mix) x=3 
Fazendo sucessivamente as duas divisões: 
? 1 —BR VF 2 -=2 4 
3 1 -=É 5 12 Õ 


114) 


11.5) 


Para obteimos às raízes que faliam, resolvemos a equação x] -3x-4= D, 


cujas raízes são 4 e -1. portanto, o polinômio P(x), de grau 4, possui 4d 
raizes distinias que são os nimeros 2, 3, -1 e 4, podendo assim ser 
decompasto da seguinte modo: 


xº 8x s17x24+2x-24=(x-2Hx 3H x+Ntx- d) 


Decomponha 6 polinômio Ptxgj=x!+6x)+10x]+6x+9, sabendo que o 
numero — 3 é ratz dupla. 


Solução 
Se -3 é raiz dupla de Pí(x), podemos escrever P(x) = (x + 3)(x + 3)=0Mx) isto 


é Pixj= (x +3/>000). 
Para obtermos Qix), fazemos duas divisões sucessivas por x + 3: 


-3 1 E 10 a] =| 
—a 1 3 1 ã 4] 
| 1 O 1 0 
Q(x)=x2+1 
Para acharmos as outras raizes, resolvemos a equação x] +1=0, cujas 
raizes são i e — 1, Assim, polinômio Pix), de grau 4, possui 4 raizes (nem 
todas distintas), que são os números — 3raiz dupla), i e —-i. Portanto, P(x) 


pode ser falorado do seguinte modo: 
xt +6x)+10x2 +8x+9=(x +35 (xe iix+i) 


Sabe-se que uma das raizes do polinômio P(x)j= x —-5xº + Tx2 2x] + 
+ 4x-8 é o número 2. Verifique sua mulliplicidade. 


Solução 


Vamas lentar fazer várias divisões sucessivas por x— 2, até obtermos uma 
divisão não exata: 


Canseguimos fazer à divisões exatas (a quarta divisão nos deu resto 7), 
poranto 0 número 2 é raiz de multiplicidade 3. Podemos, então, escrever: 


Pb) = (x—27 00x) 
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11.6) 


11,7) 
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onde Oí(x) é o quociente da terceira divisão: 


Que x] +x+1 
Assim. Pp = (x- 25 (x2 4 x+1) 


Se quisermos, poderemos obter as outras ralzes resolvendo a equação 
x +x+1=0, 


Determine os valores de a e b de medo que o número — 4 seja raiz dupla 


de polinômio Piúxj=x!+8x1+17x? +ax+b. Em seguida, determne as 
outras raízes. 


Solução 
Ja que- 4 & raiz dupla de Píx), temos: 
PD) = (x+ 4) »0(x) 


Isto significa que, fazendo duas divisões sucessivas por x + 4, essas duas 
divisões dever ser exatas (porém, a terceira não pode ser exata): 


(a= 4) 


1 

1 (b-4a+15) 
1 0 1 ta-8) 

1 


b-4a+18=0 


Devemos ter 
Ê —B=0 


Resolvendo esse sistema, obtemos a = 8e b = 18. (Observemós que à 
terceira divisão não foi exata: o resto foi igual a 17.) Temos, entãs: 


Pix) = (x+ 4)? »000) 
onde QO(x) e o quociente da segunda divisão: 
QuJy=x2+1 


Para obtermos as raizes que faltam, resolvemos a equação xº +1=0, cujas 


raizes sãoi e — ii. Assim, Pix) possui 4 raizes: — 4(dupla), | e —i. Podemos, 
então, fatorar Pí(x) do seguinte modo: 


Pb) =(+ 4x nix+i) 


Determine os valores de a, bc e d de modo que o número zero seja raiz 
trigla do polinômio; 


Po)=2x]-9w! raxºsb-9x] + (Je -P)x+d 


11.8) 


Solução 
Se o número D é raiz tripla de P(x), temos: 
PQ) = (x— 0000) = x* x060) 
onde Q(x) é um polinômio que não se pode anular para x = O. 


Poderiamos resolver este problema de modo semelhante ao empregado no 
exercicio anterior, efetuando divisões sucessivas por x - 0). No entanto, 


neste caso, é mais fácil perceber que devemos colocar x* em evidência e, 
para que Isto Ocorra, os termos de Pix) que possuem grau inferior a 3 
devem ler coeficientes nulos: 


b-9=0 
30-7=0 
Ig=0 


7 
Obtemos, então, b=9,c= q ed=0. Ao mesmo tempo, devemos impor 


que o coeficiente de x) seja diferente de zero, pois, em caso contrário, 


poderiamos colocar x” em evidência; aí o número zero não seria raiz tripla, 
mas sim de multiplicidade 4. portanto, a resposta do problema é: 


As ralzes do polinâmio Plx)jmx)-12xº+45x-54 são a (dupla) e b. 
Sabendo que b = 2a, determine os valores de ag e db. 


Solução 
O polinômio P(x) pode ser fatorado do seguinte modo: 
P(x)=(x-a)'(x—b) 
Efetuando as multiplicações, obtemos: 
P(x)= x) (2a +b)x? +(2ab+a?)x—a”b 
mas temos também: 
Pixj=x)-12xº + 45x- 54 
Assim, por identidade de polinômios, devemos ter: 


za+b= 12 
2ah+ra' = 45 
lab e5a 


Resolvemos este sistema, obtemos a= 3 e b=6. 
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11.94 Sabe-se que o número 1 é raiz da equação txt - 5xº + 7x=3)"=0, 
Determine todas as raízes dessa equação, com as respectivas multipli- 
cidades, 


Solução 
Seja Pix)= xº-5xº+7x-3. O número 1 deve ser raiz de Pix) e, portanlo, 
este é divisivel porx— 1; 
Pix) = (x — 1)nO(x) 
Efetuando a divisão, obtemos Qix): 


DO E -5 7 -3 


Q(xj=x]-dx+3 
| 4 -4 3 O 


às outras raizes de Fix) são as raizes de Oix). Resolvendo a equação 
xº-4x+3=0 obtemos as raizes 1 e 3. Assim, as raizes de Fix) são DS 
numeros 1 (duplaje à: 


P(x)= (x-1)2tx- 3) 
Portanto: 


e 5x2 + 7x3)! =0 o fix-Nx-3] =0(x-9x-3)" =0 
Então, a equação dada possui Íz raizes: 


1 (multiplicidade 8) 
3 (multiplicidade 4) 


11.10) Determine m de modo que o número 2 seja raiz da equação: 
x +(2m- fx +(5-mpx+7=0 
Solução 
Substituindo a variável x pelo número 2, temos: 


23 +.(2m-Vx?+(5-mjx+7=0 


> 
Resolvendo esta equação, obteremos m= Es 


11.11)Sabe-se que o número -2 é raiz da equação x? +(m+ x? + (2m+ I)x+ 
+6=Dondeme R. Determine m de modo que todas as raizes da equação 
sejam reais. 
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Solução 


Tentemos inicialmente fazer O que fizemos no exercício anterior, isto &, 
vamos subskituir x por — 2: 


(-2)? + tm4 1)(-2)? + (2m + 1)(-2)+6 = 0 
Porém, ae simplificarmos esta última equação, chtemos: 
D=0 


Isto significa que, para qualquer valor dem, o número — 2 é raiz da ecuação 
dada. Façamos então: 


Ph =0 + (m+ x? +(2m+1pa 6 
Já que - 2 é raiz de P(x), este é divisivel por x + 2: 
Pix) = (x +2)x0(x) 
Etetuando a divisão, obtemos O(): 
-2 1 4 (m+) (2m+1) +68 
| 1 m—1 3 0 
quy=x*+(m-1x+3 


O polinômio Cx) & do segundo grau e tem coeficientes reais. Portanto, para 
que todas as suas raizes sejam reais, devemos ter 4 = O: 


im-1)2-4(3)20 
Resolvendo esta inequação, vem: 


mg 1-2/3 ou mz1+243 


11,12)D& um polinômio de grau 3 cujas raizes sejam cs números 2 (simples) e 4 
(dupla). 
Solução 
Seja P(x) o polinômio procurado: 
P(lxi=agxiraçx?+ax+asg 
Jã que conhecemos suas raízes, podemos escrever: 
Pix)j=aslx-2)x-4)? = age) 10x? + 32x — 32) 


onde a, *0. Podemos dar infinitos valores para a) e, assim, hã infinitos 


polinômios que satisfazem as condições dadas no enunciado do problema; 
mas, como o problema pediu apenas um polinômio, pocemos dar um valor 
qualquer para a3. Fazendo, Por exemplo, as =1, uma resposta para este 


problema é Pix)j=x)-10x?+32x-32. No capitulo 14 (exercicio 14,7) 
veremos um cutro mado de resolver este problema. 
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11.13) Seja P(x) um polinômio de grau 3 cujas ralzes são os números 2 (simples) e 
d (dupla). Determine P(x) em cada um dos casos a seguir. 


ay P(6)=-80 


bj a soma dos coeficientes de P(x) é igual a 45 


Solução 


a) Este problema é semelhante ao anterior, mas agora temos Uma condição 


b) 


adicional: P(6]=- 80. Do mesmo modo que no problema anterior, temos 
então: 


P(x) = astx— 24x — 4)? 

Substituindo x pelo número B, temos: 
P(6)= as(5-2)/(6-4)2 =-BO 
o que nos dá as =—10, Assim: 
PlX)=-10(x-2)x-— 4)? =—10x?+100x? - 320x + 320 

Do mesmo mado que na caso anlerior, temos: 

P(x) = as(x- 2)x- 4)? 
A soma dos coeficientes de Pí(x) deve ser igual a 45, Mas, de acorda 
com a que vimos no exercicio 6.2, a soma dos coeficientes de P(x) & 
igual a P(1) Assim: 

P(1)= aa(1-2)(1- 49º =45 

dende a, =-5 e P(x)=-5(x—-2)(x— 4)" = -5xº + 50xº - 160x+160 


Exercicios Propostos 


11.14) Decomponha o polinômio Pb) = (+i)x2+(-3 +i)x+ (1-2). 


11,15) Um polinâmio P(x), após ser decomposto, ficou: 


18D 


pas PE 
Pl) = Jite-s)0r+ 8)%x- VE ra)? (x- 5 E] 


Qual& o grau de Píx)? 

Quantas raizes tem P(x)? 

Quantas raizes distintas tem P(x)? 

Diga quais são as raizes de Píx), com as respectivas multiplicidades. 

Se fizemos todas as multiplicações e reduzirmos os termos semelhan- 
tes, qual será o coeficiente do termo em x 2 


11.16]Resolva a equação x* 


éiguala - 4, 


- x? -14x+24=0, sabendo que uma de suas raizes 


11.17)Decomponha o polinâmio P(x)= 2x) - 9x] +14x—5, sabendo que uma das 


dis 1 
suas raizes é iguala —. 


11.18) Decompanha o pelinômia P(x) = xº — 5x? +5xº +5x-6, sabendo que duas 
de suas raizes são Os números 2 e — 14. 


11.19] Decomponha o polinômio A(x)=x*+4x)+13x]+36x+38, sabendo que o 
número — 2 é raiz dupla. 


11.20) Decomponha o polinâmio Btx) = 3x) -7x2 + (5+6x-(1+2i), sabendo que 
Uma de suas raizes é o número 2-1. 


11 21)Decomponha o polinômio Píx)= x*- 5x? -8x +48, sabendo que uma de 
suas raizes é igual a d. 


11.226 número 4 é uma das raizes da equação x] + 12x) +47 +52xº —- 48x 
-84 = O, Verifique sua multiplicidade. 


11.23) Determine os valores de p e q de modo que à número 5 seja raiz dupla da 
equação: 


x*-10x) 4 24xº +px+9g=0 


11.24) Determine os valores de r, s e t, de modo que o número zero seja raiz dupla 
da equação: 


7x* -5xº +(r-B)xº +(35-2)x+(1-9)=0 
if.25)Determine k, de modo que o número - 3 seja raiz da equação 


x ex + (k-1)x? -18=0, 


1126) Sabe-se que q número 3 é raiz da equação xº+(k-5)x?+(4—kJx + 
+6-6k)=D, onde k é real. Determine k, de modo que todas as raizes da 
equação sejam reais. 


11.27)Seja P[x) um polinômio de grau 4 cujas raízes são à (dupla), — 2 e zero. 
Determine P(x), sabendo que P(-1) =— 10i. 


11.28) Determine o polinômio Pí(x), de grau à, cujas raizes são 4,-2 e 3, sabendo 
que a soma dos coeficientes é igual a 6. 


11.29Resolva a equação x? -2x? -x+9=3xº+x-—15, sabendo que uma de 
suas raizes é o número 4. 
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11,30) Resolva a equação xº  9xº+26xº -24xº = 0, sabendo que uma de suas 
raizes é o número à. 


sabendo que uma de suas raízes é 


11.31) Resolva a equação ! RR 
x-1 5xº-8x+3 


o número 2. 


11.32)Resalva a equação xº*-2x-d=0, sabendo que uma de suas raizes é q 
número 2. 


11.7 — Alguns Artifícios 


Neste ilem, examinaremos alguns exercicios que, além da teoria já vista, 
necessilarão de alguns artifícios para serem resolvidos. 


Exercicios Resolvidos 


11.33) Obtemos as raizes e faça a fatoração do polinâmio: 
Plx=x)-2xº 46x) -12x2 -27x+54 
Solução 
Aqui, “por sorte”, conseguimos fazer uma fatoração por agrupamento. 


P(x) = xº - — By é +6x* Bxº — 12x? —D7x +54 = 
=x(x-2)+6x2%x-2)-27(x-2)=(x-2)4x! +6x2-27) 


Assim: 


a -2=0 Ú| 
Pix]j=065 (x-2) +6xº-27)=0 65 lou 
| xº+6x?-27 =D dl) 
A equação (l) nos dã a raiz 2 e a equação (ll) nos dá raizes 
J3,-V3,3 e -3i Portanto o conjunto-solução da equação Pí(x) = 
S = (2:/3, - 3, 3% — ai) 

e a fatoração de Pix) é: 

P(x) = [x— 2)(x- J3jtx+ J3)(x- 304 3) 
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11.34] Decomponha a polinômio Pix) do exercício anterior, no campo real, 


Solução 


Neste casc, não devemos considerar az raízes imaginárias. Assim, ao 
resalvermos a equação x“ + 6x? - 27 = 0, ternos: 


42 « Ot visa 
2 
Isto8, x)=3 ou x? =>-8, Portanto: 
x! 40x? -27=(x? 3x2 +49) (x+ a)tx —43)0e? + 9) 
Temos, então: 
Px) = (x-Dtx 43x + JB)DC +9) 


Um outro modo de resolver esse problema é, primeiramente, fazer a 
decomposição no carnpo complexo: 


Pro) = (x- 2)00— S3) (x + J3Y De + MJ (x — Bi) 


Para, em seguida, fazer a multiplicação dos termos em que aparecem raizes 
imaginárias: 


(x+(x—-3)=x"+9 


11.35) Decomponha o polinômio Ptx)= xº+1 em fatores do primeiro grau. 
Solução 
4º modo 
Vamas achar as raizes de Píx): 
Prjy=0 x +1=00 x)= 


Portanto, as raizes de P(x) são as raizes quanas de —1: 


r 2, Nê r 2 2 
LE 2 É RI 2 
isa Se ral ade 
E Sa 2 a 2 


Ássim, temos: 
Pixj=(x-rlx-raMx-rg Hx ra) 


te [e ED ea 2D E eo o 2 5) 
) 2 e ê 


po É 
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2º modo 


Podemos usar o artifício de somar e subtrair um mesmo termo, de modo à 
cair em algum caso conhecido de fatoração: 


wtst=xi+2x2+1-2xº = (x*+2x2+1-(2xº)= 


(x2 +12 = (43x)? = (2 +14 JDybe +1- 42x) 

Se o problema tivesse pedido a fatoração no campo real, deveriamos parar 
aqui. Mas come foi pedida a fatoração em termos do primeiro grau, devemis 
continuar determinando as raizes de x? +1+ 42x € x? 41-2x. que são: 


| a aStê Ea “o 

-— + | — +i— 
2 2 » E 2 
E 2 
2 5 2 2 


Estas são as mesmas ralzes que obtivemos pelo primeiro mada e, 
obviamente, a resposta sera a mesma. 


11.36) Resolva a equação xº+x?+1=0. 
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Solução 


41º modo 


Podemos fazer a mudança de variável y = x?, Com isso temos: 

xºex]41=0 5 yº+y+1=0 
Resolvendo esta última equação obteremos as raizes y, € yz Em seguia, 
resolvemos as equações: 

fx? =y, deraizes x, e X, 

|xº=y, deraizes x, € Xa 
Finalmente teriamos: 

PoJ=x" ex? at=(eo x (x xa )x— xa )iX— 4) 
No entanto, neste caso, há um modo mais rápido, que veremos em seguida. 
2º mode 
Temos; 
Wextptext ax ex 1t-oxZ = (xt + 2x +) = 
=(x]+9)"-00)2 =(x] + 1x) 41-x) 


Assim: 


x2+1+x=0 (1 
mexêsisdo (x +1rxfx] rios) D o ou 
FE Als 


A equação (b) tem e nf e =1-i3 


A equação (ll) tem ralzes 1+1W3 e ih 
Porlanto, o conjunto-solução da equação dada é: 


fia, [1443 -1-103 14143 1-i43| 


11.37)Resolva a equação x? +(2+ 5)x+2/5 = 0. 


Solução 


a=(2+ VB a(aJGja d+ A JD +45 -BJG = 4 4/5 -5=(2- 45)? 


Assim 
 evojeda (+ /5a(2- 5) 
2 2 
donde: x, = 2 e x = 45: 
(2 5] 


11,38) Resolva a equação x +xº +xº+x+1=0. 


Solução 
À sequência: 
Ed Sd Gi 


é uma progressão geométrica (PG) de razão igual a x. Assim. usando a 


formula da soma dos temos de uma PG (veja capitulo 5 do volume 2 desta 
coleção), temos: 


2 5.4 


gi sxlsx pxri=É 


x—1 
É obvio que a igualdade anterior s6 é válida para x * 1: porém, por simples 
verificação, concluimos que O número 1 não é raiz da equação dada, Assim: 


*-1=0 w* =1 
4 3 - xº 
x +X sx orx+ri=00 =0— e o ie 
E — 
pr pm 
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Portanlo, as raizes da equação dada são as raizes quintas co nume- 
ro 1, com exceção do número 1: 


ER ca 2x Br. 
= COS— + |E2EN — ts = CDS— +IEEN— 
a ea A 5 3 5 5 
dr. 4x Es E 
Na AS RR ST digas Co Sa 


Se quisermos. poderemos indicar essas raizes de modo mais “compacto, 
lembrando que: 


Ego Am ot Br 
COS— = COS— seni— = -sen-— 
5 5 5 5 

“it Bm di Ez 
cos — = cos— sen— = — sen — 
5 5 5 


Assim, podemos dizer que as raízes procuradas são: 


4 4 
cos 2” + |senZE e cosTE + Isen 
5 > 5 3 
r h-1 i 
No capitulo 4 do volume 3 desta coleção, vimos que e A parUr 
E : Zr 4x 4r 
dal, se quisessemos, poderiamos obter ad sen goes E e aa 


Foderiamos, lambem, observar que: 
(03 = (4, 0 = Wy, Wg US 
ER ; a , -solu- 
Fazenda w, = ty= cos + isens, poderiamos dizer que p conjunto-S0u 
ção da equação É: 
S= (a ww"; w!) 
Este exercicio será resolvido de outro modo no capítulo 16 (exercicio 15.3). 


11.39] Resolva a equação (2-1º =(2-33º. 
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Solução 


E fácil verificar que o número 1 não é solução da equação (isto é, z* 1). 
Portanto: 


E vB 
tz- 18 =(z-3) ed nteo(=5) =1 
(z-1º z-1 


Sejam wg, O Wa, Us, Us, Ds, as raizes sextas do número 1 (com 


E = a , 
Wo = 1,0, =, = 2, O =, = wi, Us =>). Sends w, uma delas, 


lemos: 


= WU, 


—3 
Isalando z, obtemos z = 


qu; — 1 
Nesta última equação, vemos que w, <1 e, porianto, a raiz og = 1, não ser- 
ve, Sendo, então: 
Es já 
W,=wWm=Ctos— +| 68h — = 
3 3 


o conjunto-solição é: 


it40]Mostre que os pontos representativos das raizes da equação (Z- 1º = 
=(z-3y estão sobre uma reta. 
Solução 
(2-1) =(2-3)º =|z-1]=|2-3] 


De acordo com o que vimos no capítulo 3 deste volume a equação 
|z-1|=|z - a representa a reta de equação x = 2. 


Assim. as raizes da equação (2-1)º =tz-3)º são representadas por pan- 
los (apenas alguns) que estão sabre a reta de equação Xx=2. 


Solução alternativa: 


Lembrando que "modulo" pode ser interpretado geometricamente como 
“distância”. os complexos z que satisfarão a equação |2-1! = ]z-3] são 
aqueles cuja distâncias aos complexes 1 e 3 sejam iguais. No plano de 
Argand-fãauyss, os complexos que estão equidistantes de 1 e 3 certamente 
encontram-se sobre a reta mediatriz dos pontos (1,0) e (3,0). isto e. a reta 


x=2. Assim, as 5 soluções da equação proposta encontram-se sobre essa 
reta, 


il4WResolva a equação xº -2x)+21x? -22x+8B0=0, sabendo que uma de 
suas Taizes é um número imaginário puro. 


Solução 
Seja ai tcom a e KR) a raiz imaginária pura da equação. Fazendo a subs- 
tituição, temos; 


tai - 2taijP + 2Hai)? - 32(a)+B0=0 
donde: 


ta” -21aº + A0)+(28º -32a)i=0 
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Ficamos, então, com as equações: 
[EteAçãa na pio (1) 
e e 
Da (Il) 
la equação (fnos dãas 4 ou CRER ad 
ja equação (ll) nos dáa=Oou a= tá. 


Para satisfazer simultaneamente as duas equações, ficamos Com a=td. 
Portanto, a equação dada admite duas raizes imaginárias puras: di & ar 
Dai concluimos que o polinômio P(xJ=x!-2x) + 21x] -32x+80 pode ser 
fatorado do seguinte mado: 
Pix) = (x — die + Si) xÃt) 
xº+16 


Dividido P(tx por x? +18 (ou fazendo uma divisão por x—- 4 e, em seguida, 


outra par x+ 4i), obtemos Aftx)= x? -2x+5, cujas raizes são 1+2 E i-2i 
Assim, o conjunto-solução da equação dada é: 


S=[4t —di 1-2 1-2) 


11 42)Consideremos o polinômio Phg=x"-1 com n > 1, cujas raizes são 
Ty Fo Pã cm Tn. Sabendo que r; = 1, calcule o valor de. 
(Ora )45 Fa )...(X— hd. 
Solução 
Sendo Pix)=(x-tix-—raMx—rat.(x—r,), ternos: 


Epa 


cdi (x —radix—r)tx — rm) 


A(x) 
Percebemos, então, que: 
(5 -r,5H5 -r5)..(5-r,)= A(S) 
Fazendo a divisão de Pix) por x—1 obtemos: 
Abgj=x egito ext ex+] 
Dai temos: 
Mbj=5 Br py pa (1) 


O “lado direito” da igualdade (Il) é a soma dos termas de uma progressão 
geométrica de n termos e razão igual a 5. Portanto: 


5" -41 


(3-1)45-1,)..(8-n)= A(5)= 
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11.43] Decomponha o polinômio Pixj=w)+(-5-2)x? +07 +Tijx+(-2- 6i). saben- 
do que ele tem uma raiz real. 


Solução 
Seja a à raiz real de P(x) Devemos ter, então, Pta) = 0, isto é: 
al +(-5-Dija?+(7+7ija+(-2-61)=0 


Efetuando as mullplicações e agrupando os termos de mado que fiquem 
separadas as partes real e imaginária, obtemos: 


(a)-5a?+7a-2)+i-2aº+7a-61=0 
Tanto a parte real como a parte imaginária devem ser nulas. 
a*-5aº ,7a-2Z= 0 (1) 
-22º+7a-6-0 (1) 


3 qnd! 
Resolvendo a equação (ll), obtemos as raizes 2 € 2 Por suositituição, 


podemos verificar que, destas raizes, apenas o número 2 satisfaz também a 
equação (|). ássim, concluimos que a = 2, isto é a raiz real de Pix) & o 
número 2. portanto, P(x) é divisivel por x-2: 


Pix) = (x= 2) (x) 


Efetuando a divisão. obtemos Op: 


Qu) =x? +(=3-2i)x + (1+ 3) 


Podemos, em seguida, obter as raizes de Q(x) que são 1 +i e 2 +i Assim, 
as raizes de Pix) são os numeros 2,1+1j, 2+i,e sua decomposição &: 


x +(-5- Pix? +(7+4 Tijx+(-2-6)=(x-2)]x-1-ix-2-i) 


Exercicios Propostos 


11.44)Decompanha o polinômio Ptx)= x] + 3x! -5xº -15xº - 35x — 108, 


11.45)Resoiva a inequação x) + 3x! - 5x! —-15x? - 36x — 108 < 0, no universo dos 
reais. 


11.45) Resolva a equação x? +(2- J3)x- 243 = 0. 
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11.47) Resolva a equação x) -x!+xº-x?+x-1=0, 
11.48)Resolva a equação (z- 3)º = Zº. 


11.49) Resolva a equação x -5x)+10x* -20x+24=0 sabendo que uma de 
suas raizes é um número imaginário puro. 


11,50) Consideremos o polinômio P(x)=x”-4 com n > 1, cujas raízes SãO fy, [x 
3, «.. Tn. Sabendo que r, =1, calcule os valores de: 


B) (3-1,)43-[5)x.. 43-15) b) (i=ro)xt= 19x. X1-"5) 

11.51) Decomponha o polinômio POJ)=x"+ (-6+2)xº + (10-8)x + (-3+9), 
sabendo que ele possui uma raiz real. 

11.52)A equação (x-u)(x-Blix-y)+5=0 temraizesr,s e t Quais as raizes 
da equação (x -r)(x-s)(x-t)-5=0? 


11.53) Consideremos uma equação algébrica de grau 20. Qual o número máximo 
de raizes distintas que essa equação pode ter? 


11.54) Consideremos dois polinômios A(x) e B(x), ambos de grau n 2 1. Suponha 
mos que os valores numéricos de A(x) e B(x) coincidam para n + 1 valores 
distintos de x: Pg, Fu fo, «o > Dermmonstre que, neste caso, A(x) e Bpi) são 
idênticos, 


«1.8 — Polinômios de Mesmas Raizes 


Consideremos dois polinômios A(x) e B(x), de mesmo grau, 1 > Q que tenham as 
mesmas raizes, com as mesmas multiplicidades: 


[Ate = açx" tag taperao 4) 
|B(x)=b,x] +by pe ++ bax+bDa CU 
Sendo as raizes, vem: 
[Atx)=antx-rdtx-rahtx-ro (HD 
[BO = bate -rdie =D dx=1) (IV) 


Observando (Ill) e (143, concluímos que: 


a FPS 
Bix) Dr 


isto é Alxj=k>-B(x) 0!) 
onde k é uma constante não nula. 
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Subsituindo (O e MN em 04. temos: 
a ta + raxrag=kbçx + kb, x 4.4 
+kb x + kbg 
donde, por identidade de polinômio, concluímos que: 


E E k 2, 
An =kds 


Em outras palavras, podemos dizer que os coeficientes correspondentes são 
proparcionais. 


Exempla 


Consideremos o polinômio AGçó=3x]-7x+8.  Multiplicando-o pela cons- 


tante k = 10, oblemos o polinômio B(x)= 30x) -70x+ 90, que deve ter as mes- 
mas raízes de A(x), com as mesmas multiplicidades. 
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[4 


Raizes múltiplas 
1 


12 | 


12.1 — Raizes Múltiplas e Derivadas — Teorema 
Consideremos um polinômio Pfx) de grau n 2 1, que possui uma faiz e de 


multiplicidade m > 1, Conforme vimos no capitulo anterior, P(x) poderá ser escrito 
na forma: 


Pix) = (x —)7 Atx) 


Com A(c) « 0, ista e, não sendo c raiz de A(x). Seja P*“(x) o polinâmis derivado de 
P(x). Vale, então, n teorema (que será demonstrada no tem seguinte): 


O = "o. JP gas SO sas 
le é raiz de multiplicidade m—1 de Po] (12.1) 


isto é podemos decompor P'“tx) na forma: 


Plpo = (x o)7 Btx) 
onde B(c) = 0. 


Exemplos 
a) Consideremos q polinômio 
Pos x -qula gel 7d 7x? + 4x1 
que pode ser fatorado do seguinte moda: 


Pod=(x-1Ppl- x + 1) 
Atx) 


A derivada primeira de P(x) é o polinômio: 
prix) = 5x* —15x)+214x? —-14x+4 
que pode ser fatarado da seguinte maneira: 


Pp =(m=(x-)tA5x]- 6x + 4) 


Btx) 
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b) 


Observando que A(1) = O, B(1) = D, podemos dizer que: 
[1 é raiz de multiplicidade 3 de Pfx) 
[1 é raiz de multiplicidade 2 de Px) 
Consideremos novamente o polinômio Pí(x) da exemplo antetior: 
Pij=xº = 4x) + 7x) = 7x2 + 4x1 


Conforme vimos, o ntmero 1 é raiz tripla de Pix). Determinemos algumas das 
derivadas sucessivas de Pix): 


Pllxy= 5x! 16x? 421%? 14x +4 
ptlix) = 20x) - 48x? + 42x 14 
[Pli(x) = 60x? - 96x +42 


Aplicando-se várias vezes 0 teorema 12.1, podemos dizer que: 


“1 é raiz de multiplicidade 3 de Pix) 

1 é raiz de multiplicidade? de PºHx) 
16 raiz de multiplicidade 1 de Px) 
1€ raiz de multiplicidade O de PP" 


isto é, o número 1 não é raiz de Pty). 
Embora não tenhamos definido anteriormente, passaremos a usar a frase; 
“K & raiz de muhkiplicidade O de P(x)" 
com o seguinte significado: 
“K não é uma raiz de P(x)" 


O exemplo & anterior ilustra uma consequência do teorema 12.1: 


Se o número c é raiz de multiplicidade m (com mz1) 
do polinômio P(x), então será também raiz dos polinômios: 
Pre, Px), Pp) 
com multiplicidades respectivamente iguais à: 
m-| m-2,.. 1 


(12.2) 


mas não será raiz de RP!) (x). 
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12.2 - Demonstração do Teorema 


Temos. então; 
PO = (x- 0)" xAtx) 
Com Ale) = O. usando a regra da derivada do produto, vem: 
pl) = m(x = JT xaçe) + (xoc)” salitx) = 
=(x- o)" qm Ato + (x A! GO] = (x - x)" Bo) 
B(x) 
Portanto, para demonstrar que c é raiz de multiplicidade m — 1 de Pb, basta 
mostrarmos que B(c) = D, De fato: 
b(c) = Imxate)])=(c—c)AlN(o)] = mate) 


Mas, como a(c) * O, concluímos que B(c) = O. 


Teorema 
Pode-se demonstrar que: 


Seonúmero c éraiz dos polinômios : 
Elo PR ta 


(12.3) 
mas não é raiz de Pl" x), então será raiz de 


multiplicidade m de Pí(x). 


Observação: No capítulo 17 veremos um outro processo para à pesquisa de rai- 
zes muitiplas. 


Exercícios Resolvidos 
12.1) Mostre que o número 2 & raiz tripla do polinômio 
Poj=nº sx syxº 2x] + dx B 
Solução 


Este exercicio já foi resolvido no capítulo 11 fexercicio 11.5). Ágora vamos 
resolvê-lo de outro modo. Temos: 


Pigy=x]-5xt+7x]-2x2 +4x-B 
Plty)= 5x! 20x) +21xº - 4x +4 
plx) = 20x) -60xº + 42x— 4 
Px) = 60x? —120x + 42 
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Podemos verificar que P(2)= 0, Pfltz)=0, P(23=0 e P2)=0. 


Assim, de acordo com o teorema 12.3, podemos afirmar que a número Z é 
raiz de multiplicidade 3 de Pí(x). 


12.2) Resolva a equação x) -7x2415x-9=0 sabendo que admite uma raiz 
dupla (multiplicidade 2). 
Solução 
Seja Pix)=x? -7x?+15x-9. Se o número c é raiz de multiplicidade 2 de 
Ptx), será raiz de multiplicidade 1 de Pl). 
Pl x)=3x2-14x+15 


Determinemas as raizes de PO GO): 


1 RE 
de? mexe 1-0 o xo MEME, S ou Xx=3 


5 Eus es 
Portanto, c pode ser 5 ou 3. Fazendo as substituições tou usando Briol- 


Ruffini), obtermos: 
PfÊ)z0 e P(3)=0 
Ne 7 


Assim, concluímos que € = 3, isto &. a raiz dupla procurada é o número 3 8, 
portanto, Píx) pode ser escrito: 
Ptx) = (x—3)2»0(x) 


Determinemos Q/no: 


Quo=x—1 
Uix)=D o x-1=0 es x=7 


Portanto, o conjunto-solução da equação dada é: 


S=(3/1) 


12.3) Detemine as raizes do polinâmio Pb) = x) —(4+ 2))xº + (44 Bijx — 4i, saben- 


12.4) 


da que ele tem uma raiz dupla. 


Solução 
Derivanda P(x), obtemos: Pll(x)= 3x? —(B+2i)x+(4 + Bi). 


: E y S+i 
Podemos obter as raizes de Pt), que são 1+i e aa, 


Uma delas será a raiz dupla de P(x). Fazendo as verificações obtemos: 
[2 + 1) 
Púrj=0eP|-— |*0 
(3) 
Assim, 1 +iéa raiz dupla de P(x) que procuramos: 


Pbo) =[x-(Ci+i)] Ob) 


Fazendo duas divisões sucessivas por x —(1+i), obteremos QUI: 


Qu) =x-2 
Mix)=0€>x-2=0€2x=2 


Portanto, as raizes de P(x) são 1+i (dupla) e 2 (simples). 


Determine as raizes do polinômio Ptxj= x! +x)-3x? -5x—2, sabendo que 
admile uma raiz tripla. 


Solução 

Temos, então: 
Plexj=4x*4+ 3x” -6x-S5 
Plity)= 12x] +6x-6 


Sendo c a raiz tripla de Pí(x), deverá também ser raiz dupla de PlI(x) e raiz 


1 
simples de P(x) as raizes de são —1 e a Portanto. c pode ser igual a 
=| Ou A. Fazendo as venficações, obtemos: 
1 
pPi-ij=0 e P z *0 
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Assim, a raiz tripla procurada é c= 1: 


Pe) = + 1 Qi) 


Fazendo três divisões sucessivas por x + 1, obtemos Qfx): 


Qix)=x-2 
Qix)=0ox-2=0)e+x=2 


Portarto, as raizes de P(x]) são -1 e 2. 


: ns tc a 
12.5) Determine o valor de k de modo que o polinômio Pode xp xi 3x + 
+ kx-— 2 admita uma raiz tripla. Depois determine as raizes. 


Solução 
A raiz tripla e de Pix) deverá ser raiz dupla de PlMx), e raiz simples de 
pix), porém não poderá ser raiz de PtH(x). Temas, então: 

Pp =4x]+3x? 6x +k 

Pi2iix)= 12x2+6x-—6 

Plix)=24x+6 


Pliixg)=0012x2+6x-B=00x=-1 ou == 


os cd H 1 
Portanto, os possiveis valores de são —-1 e — 


1º possibilidade: c= — 1 
P-D)=0 (Aa sk(-)-2=0»k=-5 


ER DR pe 
a JPog=x*+x?-3xº-5x—2 
|plttx)=4x3+3x2-6x-5 
Por substituição, verificamos que: 

plh(-49=0 e PRMNAD 
Fortanto, uma possibilidade & teremos: 


Pix) = (x+ 1" 06x) 
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12.5) 


Qijy=x—? 
Q(x])=0 o x=2 


Assim, parak=—5 as raizessão- 1 e 2. 
2' possibilidade: c=5 
, 4 A F| 
P(5)-0e» 4 ato «sta PR (A MRE RR et 
2 2 2 2 2 8 
[Piotr canta diam 
Assim: a 


lptmç =4xº 43x? Ex + 


Por substituição, verificamos que PO) (5) 0 e, poranto, a possibilidade 


Em resumo, a resposta do exercicio é: 
[k=-5 
E) 
lraizes: -1e 2 
Determine os valores de m e n de modo que o polinôriio: 


Pixj=xº-5xº +6xº +(m-1)x+(2n-2) 
admita uma raiz tripla. 


Solução 


A raiz lrpla c de Pix) deverá ser raiz dupla de Plliy e raiz simples de 


PtY(x3, norém não poderá ser raiz de PÉ'(x). Temos então: 


Play = 4x] -15x2 +12x+(m-1) 
pljy)=12x]-30x+12 
prtx) = 24x — 30 


1 
POixj=0es 1202 -30x+12=0+ x=2 ou = 
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1 
Portanto, os possiveis valores de Cc são? & ch 


1 
Observemos que PH2)z0 e po(S) “0. 


1 
1º possibilidade: c = 2 
1 pi RR dy PE O q 1 si ne 
Pi-|=05/|-| -5|-| +6|-| +(m-1)|=|4+2n-2=0 «& 8m+32n= 
2 2 2 2 2 
a 2 
Pro(5)-0e54(5) -18(5) safa ]tm-1=0e;m=-5 
2, 2 2 ê 4 


; Fo 39 
Daltemosm=-— en=— 
4 32 


2º possibilidade: c= 2 
lprj=05(2)!-5(2)? + 6(2)2 +(m-1/2)+20n-2=0eom+n=2 
[PO(D)=0 = 442)? -15(2)) + 12(2)4M-1= 06 m=5 

Dal tiramos m=5ens-ã, 


Portanto, a resposta do problema é: 


ou 


Exercícios Propostos 
E SE esse AE 2! ita ER IE 


12.7) Resolva a equação xº+7xº+5x+12=0, sabenda que admite uma raiz 
dupla. 


12.8) Resolva a equação x*-(5-2ijx? +(68-Bi)x+6i=0, sabendo que admite 
uma raiz dupla. 


12.9) Resolva a equação 2x” -7xº + 9x? - 5x+1=0, sabendo que admite uma 
raiz tripia. 


12.10) Determine k de modo que a equação x) + 9x2? + 24x+K =0 admita uma raiz 
dupla. 
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12. 114)Determina o valor de k de modo que a equação xi + 7 +iBx? +kx+B=0 
aúmita uma raiz tripla Depois resolva a equação. 


12. 12) Detesmine os valores de k e t de mada que a equação x“ + x? — 3x? +kx + 
+t=0 admita uma raiz tripla. 


a 
12 13) Determine o valor de k de modo que a equação x” + se +2x2 + Bx+k =D 


admila uma raiz dupla real e negativa. 


i2. 14)Determine o valor de k de modo que a polinômio P(x)= xº + (k—4)x) + 
+ (4- 4k)x + dk admita o número 2 como raiz dupla. 
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“Capao 
13 Raízes Imaginárias 
1 


e 


— a... A 


+ 


13.1 - Teoria das Raizes Conjugadas 


Consideremos um polinâmio Pixjde grau n e coeficientes reais. 
Seonúmerçimaginárioz=asbi(comace E e beR*jeraiz 
de P(x), 

a) z também é raiz de P(x); 


(13.1) 


b)z lama mesma multiplicidade de Z. 


Demonstração 


a) Seja Pix)=açx +açax"!+..ra,, onde a, a 4. à São numeros 
reais. Se z & raiz de Pix), temos Plz) = D: 
Pizi=açz" +a t+... +a, 1) 
Calculemos Pí(Z):” 
Pizj=a (2 ra E” +..+as  (I) EL) 


Já que a,,ã,. 4... Ay São reais, temos: 


Usando esse fato E lembrando que para um número complexo qualquer 
vale: 


(Dr = (o) 
a igualdade (1!) transforma-se em: 


P(z) = az” at tag = 


=(açz" +açya” a = 
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b) 


Assim, se P(2)=0, 2? é raiz de Pix). 


Temosz=a+bi e Z=a-bi Suponhamos que Z seja raiz de multiplicidade m 
tcomm > 1) Jáquez ez são raizes de P(x) termos: 


P(x)=(x-z)ix-2)xAtx) = [x? —[2+2)x+ 22]xADO= 
=[x? - 20x +28? +bº)]xa(x) 
Observardo que Pix) e Bix) têm cosficientes reais, conclulmos que Afx) 


lambém tem coeficientes reais. e 
Se z for raiz simples de Pix) (isto & m = 1), então 2 não será raiz de Alx] e, 


portanto, z também não será raiz de Atx): isto nos leva a concluir que 2 também 
será raiz simples. Em vutras palavras, se z é raiz simples, z também €& raiz 


simples de Ptx). 
Sem > 1, então z deverá ser raiz de Afx); mas, levando em conta que A(x) 


possui coeficientes reais, z também será raiz de A(x). . 
Aplicando-se esse raciocinio o número necessário de vezes, chegaremos à 


conclusão de que 2 e 2 têm a mesma multiplicidade. 


Exemplos 


a) 


3) 


c) 


Consideremes o polinômio Pí(x) = x) 7x2 417x-15, 

Supanhamos que alguém nos informe que o númera z= 2 +iseja raiz de P(x) 

Observando que os cosficientes do polinámia são todos reais, concluímos que 

o número Zz=2-i também deve ser raiz de P(x). 

Consideremos o polinômio Pix)j= x? —(4 + dijx + [2 + di). 

Observemos que alguns de seus coeficientes são imaginários; disso resulia 

que para esse polinômio não se aplica o teorema 13.1. De tato, se 

determinarmos as raizes de Ptx), obteremos Zzq=3+i e z29=1+t no entanto, 

os números 71=3-j e Z2=1-i não são raizes de P(x): 

Sabe-se que o número z = -Ji é raiz dupla do polinômio: 
Pix)=x)-x"+18x)-18x]+81x-81 

Como todos os coeficientes de Píx) são reais, o número Z = di lambém é raiz 

dupia de Pfx). Donde, podemos escrever: 


Pix) = (x+aN?(x- 3)" xá o) 


Observação: Nos capítulos 117 e 12 apresentamos teoremas que valem pafa 


polinômios de cosficientes complexos; neste capitulo, enunciamos 
um teorema que vale apenas quando os coeficientes são reais. Nos 
próximos teoremas, devemos observar cuidadnsamente para que 
“tipos” de coeficientes eles valem. 


204 


13.2 - Consequência 


Consideremes um polinômio P(x) de grau n > O e de coeficientes reais. Como 
consequência da teorema anteriar, temos que o número de raizes imaginárias de 
Pix] E sempre par. Assim, se P(x) for de grau impar, terã um número impar ce 
raizes reais (isto €, pelo menos uma raiz real). 


Propriedade 

Para facilitar nosso trabalho em alguns exercicios, chamaremos a atenção para um 
detalhe. Consideremos os números imaginários z= a +bie z=a-bi (comae R 
Bs be X Sendo Pix, um polinômio de coeficientes reais, suponha- 


mos que 2 seja raiz de Ptx); neste caso, Zz também é raiz de Pí(x), portanto 
pademos escrever: 


Pix) = (x z)(x— 2) xA(x) 
fazenda q produlo dos dois termos correspondentes às raizes conjugadas, temos: 
[x-z](x-2)=[x- (a +biljx- (a - bi)] = [(x — a) — (bilte— a) + (bl) = 
=(x-a) (bi)? =x] -Zax+(a? +bº) 
Observe que -2a é reale a? +b” também é real. 


O produto de dois termos correspondentes a duas raizes imaginárias conjugadas 


apresenta sempre um polinômio de grau 2 de coeficientes reais jé este 0 detalhe 
que queriames ressaltar). 


roici 
13.1) Qual D menar grau possivel para um polinômio Pix) de coeficientes reais e 


de grau n> O que admite os números 2,5 e 7? +icomo raizes? 


Solução 


Jã que Pí(x) tem coeficientes reais 7? + i é raiz, concluimos que 7? — i também 
é raiz. Assim P(x) terá no minimo quatro raizes: 


2,8, T+iet-i 


Portanto, P(x) & no minime de grau 4. 


13.2) Dê um polinômio P(x) de coeficientes reaís, de menor grau possivel, que 
admita como raizes os números 2 e 1 +1. 


Solução 


Sel+iê raiz, 4-itambémo é Assim, P(x) terá nos minimo três raizes e 
será, no minimo, de grau 3. 


Assim: 
Pix) = anix — 2)[x — (1 +ufx- (=) 4 
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13.3) 


13.4) 


13.5) 
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De acordo com o que destacamas no item 13.3, temos: 
Ix-G+dlx=g-ij==?- 200x+(P+P)= -2x+2 
Substityvindo em (]), vem: 
Po)=aç(x-2)(xº-2x+2)=a,tx?-4x2246x-—4) 
Fazendo a, =1, obtemos um polinômio que salisfaz a condição do pretle- 


ma: Ptx)=w?º-4x?+Bx-a, 


Dé um polinômio P(x) de coeficientes complexas, de menor grau possivel, 
que admita como raizes os números 2? e 1+1 

Solução 

Este exercício assemelha-se ao anterior. Naquele, pediamos que o palimô- 
mio tivesse coeficientes reais; neste estamos pedindo que os coeficientes 
sejam complexos. Então, não é necessário que o número 1 — i seja raiz do 
polinâmio. Temos, então: 


Pix)=atx-2MUx-O+il=-a [x] -(3+i)x=(2+ 20] 


Fazendo a,= 1, obtemos um polinômio que satisfaz a condição do 


exercicio: P(x)=xº (3 +i)x+(2 + 21). 


Dé um polinômio Pix) de coeficientes reais, de menor grau possível, que 
admita como raizes os números 7, 3-j e Si, com multiplicidades 1,3 e 2 


respectivamente, 


Solução 

[7 é raiz simples 
q3-i é raiz tripla => 3+i é raiz tripla 
[Si é raiz dupla > -Si é raiz dupla 


Assim, Pí(x) admite no minimo 11 ralzes e é no mínimo ne grau 11. 
Podemos, então, escrever: 
Pixjmaçtx-7)jx—(3-iJixx-(3 +] six + Si)? 


Onde an é UM número real qualquer, não nulo. 


Resolva a equação x“ -7x" +17x-15=0, sabendo que uma de suas 
raizes é o número 2 + i. 


Solução 
Seja P(x)=x"-7xº +17x-15. Coma os coeficiantes são todos reais a O 
número 2 + | é raiz, concluímos que o númera 2 —i também é raiz. Portanto, 
podemos escrever: 

P(x)=[x—(2+]lx-(2-D»Ate) (1) 


Para obtermos A(x), podemos fazer uma divisão por x-(2 +), e, em segui 
da, outra por x-=(2 —1): 


1 -3 d) 
Alx)j=x—3 
Alxgj=z0€+ x-3=0€+x=3 


Assim, o conjunto-solução da equação dada é: 
S=(3,2+i 2-i+ 


No entanto, poderiamos ter obtido A(x) de outro modo, De acordo com o que 
vimos no ilem 13.3, temos: 


(x-(Q+ilx-(2-ij=xº-22jx+(2º+1)= x? -4x+5 
Substituindo em (lj: 


Pix) =(x* - 4x+ 5)=xA(x) 


Portanto, podemos obter A(x) dividindo Píx) par x? —-4x+5, utilizando q 
metodo da chave: 


, x! Tx? 4 17x—-15 | x2-4x+5 
- x! s4xº -Sx x—3 


1 
dx + 12-15 
= | at)=n-3 


No capilulo 14 resolvaremos este exercício de outro modo (exercicio 14.5). 


13.6) Determine as raizes do polinômio P(x)= xº x! +18x) -18x] + 81x - 81, 
sabendo que o número 3i é raiz dupla. 


Solução 


Os coeficientes de Píx] são reais. Ponanto, se 31 é raiz dupla, — di também 
o é, Logo: 


Ptx)= (x 3" (x + 31)? xa (x) 
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13.7) 
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Para obtermos A(x), fazemos duas divisões sucessivas por x — 3i e duas 
divisões por x + H: 
% 14 4 18 -48 8 


A(x)=x—1 
Como a raiz de A(x) é o número 1, conclulmos que as raízes de P(x) são: à 
(dupla), — 3i (dupla) e 1 (simples). o 
Este exercicio será resolvido de outro mado na capítulo 14 [exercicio 14.6). 
Determine o número real m de modo que o polinômio Pix) = 5x" + 2x" - 
— À ix +m admita uma ratz imaginária de módulo igual a 1. 
Solução 
Seja z=a+ bia raiz imaginária menciorada. Já que ]z|=1 lemos 
a? +b? =1. Como os coeficientes de P(x) são reais, 2 também é raiz de 
Pix): assim, concluímos que Pfx) é divisível por (x-z)x-z). Mas, de 
acordo com o que vimos no item 13.3, temos: 
(x-z)tx-2)=[x—(a-billx—(a-bij= x? E zaes (a? +b')a 2 sho! 

k de 4 Atx) 
onde k e R. As raizes de Aíx) são ambas imaginárias e, porlanlo, seu 
discriminante deve ser negativo: 
a=k2-4<0 
Assim: 
Pix) = Adx)dotx) 

Façamos a divisão de P(x) por Á(x): 


5x) .2xº -1ix+m x +kx+] 
-5x) - 5kx? — 5x 5x+(2-5k) 


(2-5kjx? -16x+m a 
-(2-5kjx? -(2k-Sk?)x —(2-5k) 


(3xº —-2k -16)x+ (5k -2+m) 
Como o resto dessa divisão geve ser identicamente nulo, obtemos o sis- 
tema: 


[5k? -2x-16=0 q) 
Sk-2+m=0 


13.8) 


Da equação (lytitamos k=2 ou k= -s 


Antes de substituirmos na equação (ll), devemos verificar se esses valores 
de k salisfazem a condição 4 < O: 


k=254=k? 04-22. 4=0 (não satisfaZ) 


5 Z 
k=->>A=k?-4= aa E pace (satisfaz) 
5 SJ 25 


on ã 
Substiluindo K =: na equação (ll), tiramos m = 10. Portanto, a res- 


No entanlo, se quisermos, poderemos obter as raizes de P(x). Temos: 


poósla do problema É: 


Desse sistema, obtemos a -— e b= 42 Portanto: 


E 
d - 4 3 
2=—+— é z=—"—+i 
a 5 5 


Para cblermos a raiz real, o meio mais rápido é achar a raiz do quociente 
Q(x), 


Qix)=5x+(2—-5k)= 6x +10 
Qix)j=0ex=-2 
3. 4 


As raízes de Pí(x) são, então: nas À + e-gz. 
E O 2 ch 


- ” Biyi & 2 
Determine o número real m de mado que o polinômio p(x) = Ex? + 2x" 
-— 11x +m admita uma raiz de módulo 1. 

Solução 

Neste caso, & enunciado não esclarece se a raiz de módulo 1 é real ou 
imaginária. Temos, então, duas possibilidades. 

4º possibilidade; a raiz é imaginária 

Neste casa, lemos um problama idêntico ao antefiore a resposta & m = 10. 


2” possibilidade: a raiz é real. 
Meste caso, a raiz real de módulo 1 pode ser 1 ou —1. 


fpiy=0= 5 + IPM AMm=0em=4 
Pi-V=0 0 5-1P+AM AA Am=0em=-B 


A resposta do exercicio é então, m=1Doum=4 cu m=-8. 
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13.9) Mostre que o polinômio Ptx)= x! -xº+3x—7 tem apenas uma raiz real. 


Solução 

Os eneficienles do polinômio são todos reais e o grau do polinâmio é impar. 
Dai concluímos que Pix) tem pela menos uma raiz real. Seja k essa faiz 
real, 


Pix) = (x—k)>A pe) 
Vamos dividir P(x) por x — k para obtermos Atx): 
k 1 —1 K| o É 


1 tk —1) the k + 3) (Rs- ki + JK— 7) 
Atxj= x2+ (k=1)x + (k2-k+ 3) 
Ô diseriminante de A(x) &: 
a=(k=-12-4(k2 -k+3)u ak? + 2k 11 
O discriminante da expressão -3k? +2k-11 é 
a'=2?- d(-3)-1))=1-132=-126 
Como á<0e o coeficiente de k* é negativo (— 3), cancluimos que à 


expressão —3k? +2k-11 sera negativa para qualquer k e R; assim, lemos 


que A(x) não tem raizes reais. Portanto, P(x) tem apenas uma raiz real (que 
e o numero k). 


Exercícios Propostas 


13.10) Consideremos um polinômio P(x) de grau n > O que admite as raizes 3,4 € 
2 — Ei, 
a] Supondo que os coeficientes de Pí(x) sejam reais, qual o menor grau 
possivel para esse polinômio? 
b) Suporde que os coeficientes de Pfx] sejam complexos, qual o menar 
grau possivel para esse polinômio? 


13.11)Um polinômio de coeficientes reais e não identicamente nula tem q número 
6 como raiz dupla, o número 8 como raiz tripla e o númera 7 +5i como raiz 
de multiplicidade 4. Qual a menor grau possivel para esse polinômio? 


15.12) Consideremos um polinômio P(x) de grau n> OD e de coeficientes reais. 
Assinale valor verdadeiro ou faiso para cada uma das sentenças abaixo. 


a) Se n for impar, Ptx) tem pelo menas urna raiz real. 

b] Sen for impar, o número de raizes reais de Píx) também é impar, 

c) Sen for par, Pix) tem pelo menos 2 raizes reais, 

à Se n for par, pode acontecer que todas as raizes de Píx) sejam 
imaginárias. 

e) Se n for ímpar, pode acontecer que todas as raizes de Pix) sejam 
imaginárias. 

f) Se n for par, o numero de raizes reais também é par. 
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13.13)Sabe-se que os números 7,- 9 e 2+ 3i são raizes de um polinômio Pix) 


de grau 1? e de coeficientes reais. Assinale verdadeiro ou falso para cada 
sentença a seguir: 


8) P(x] tem pelo menos 3 raizes reais. 

bj P(x) pode ter até 16 raizes reais. 

c) P(x) pode ter até 15 raízes imaginárias. 

d) Píx) pode ter no máximo 14 raizes imaginárias. 


131406 o polinômio P(x) de cosficientes reais, de menor grau possivel, que 
satisfaz simultaneamente as duas condições a seguir: 
1º) os números à, 2 - je 35ão raizes: 
2*) o termo independente é igual a 30. 


13.15)D& o polinâmio A(x) de coeficientes reais, de menor grau possivel, que 
satisfaz simultaneamente as condições: 


1º) 2. & raiz dupla; 

2") 1+ JSi é raiz simples; 

340 é raiz lripla; 

4º) o coeficiente de x é igual 32. 


l3.16)Resolva a equação xº*-9x!+24xº -6x-40=0, sabendo que uma de 
suas raizes é 3 + 1. 


13.17)Resolva a equação x) -3xº -18x) +12x? = 30x) -18x! -. 20x?, sabendo 
que uma de suas raizes é o número di. 


13. 18)Resolva a equação xº ww -2xw* “34º -x-2=0, sabendo que i é raiz du- 
pla. 


13.19)Resolva a equação xº - 4x! - 3x) -6x? +ax+bh=0, sabendo que os núme- 
ros 1 e 2i são raizes, 

1320)Resolva a equação x' —- 2x? + Pê — tax" + ax* —18x] +ax+b=0, sabendo 
que 0 número 1 é raiz simples e O número 2i & raiz dupla. 


1321)Sabe-se que o número 5 + 7i é raiz de um polinômio Pl), não identi- 
camente nulo, cujos cosficientes são complexos. Podemos garantir que o 
numero 5 — Fi também é raiz de Pp)? 


13.22) Sabe-se que o polinômio Atx) = 5x) +27xº + 45x +m, onde me EK, admite 
uma raiz imaginaria de módulo igual a 2. Determine: 
aj) o valor de m; 
b) as raizes de Aíx). 
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13.23) Determine o número real m de modo que o polinômio A(x)= 5x) 427%) + 
+ 45 +m admita uma raiz complexa de módulo igual a 2. 


13.24)Resolva a equação 2x) +9x" +4x!+54x+27=0, sabendo que ela admite 
uma raiz dupla e que a número 1 - 2x é raiz simples. 


13.25) Resolva a equação xº 6x" + 14x8 + 14xº -22x5+25x!+8x)-60x]=0 
sabendo que ela admite a raiz 2 + | e uma raiz imaginána pura. 
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Capllulo 


1 al Relações de Girard 


Em 


14.1 = Introdução 


Exslem impartantes relações entre os coeficientes e as raizes de uma equação 
algébnca, estabelecidas por Girard tAlbert Girard, flamengo, 1590-1633). Porém, 
antes de mostraremos como são essas relações no caso geral, estuda- 
remos alguns cases particulares. 


14.2 - Equação do Segundo Grau 


Consideremos a equação ax? +bx+c=0, onde a, b e c são complexos, com a * 
0. Sendo x, e x; suas raizes, temos: 


ar sbx+c=alx-x Mx x)=apé = (+ x) + X 0%] 
isto é: 


b ç 
Wa-x+d = x (Ru txg)x + XX 
a a 


Por identidade de polinâmios, obtemos as relações: 


(14,1) 


que são as relações de Girard para a equação do segundo grau. Ja as haviamos 
estudado no campo real (veja capitulo 3 do volume 1 desta coleção), agora, 
estudaremos estas relações no campo complexo. 


Exemplo 
E , 3 1 
Seja a equação &xº -10x + 2=0, cujas raizes são x, = o E Xy= 2 


Neste caso, temos: 
a=8, pb=-140D e c=3 
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PRE ape RI pm int 
E AC ud a ia Eb 
b (-10) 10.5 ia 
o 8 q 4 
X4 XX E ala da 
: Í DO X4+X se 
E 3 es : 2 a 
a B 


14.3 — Equação do Terceiro Grau 


Consideremos a equação, onde a, b, ce d são complexos, com a O. Sendo Xy, X2 
e xa suas raizes, temos; 


ax? +bx2ex+d=a(x-x,Xx-x,Xx—X3) 
ou 


c d 
x 4x2 + x+—=(x-x,Mx-x,ÃX-x9)= 
a a a 


= +xXo, +xX9)x? + 


H(XGX2 + X4X9 + X2X4 )X— X4X9X3 


Por identidade de polinômios, obtemos as relações: 


b 
1)x,+x9+X =—— 
a 


2º) XX 4XXG + XX =—| (14.2) 


d 
32)x,X5X4 =—— 
) X4X2X3 á 


que são relações de Girard para a equação do terceiro grau, Observe que na 
primeira relação temos as raizes tomadas uma a uma; na segunda relação temos 
as raizes tomadas duas a duas; na terceira relação temos as três raizes. 


Exemplos 


a) Consideremos a equação 5x? -7x? -9x+(6+i)=0, cujas raizes são Xq 
x, e x3. Temos: 


a=5, b=-?7, c=-9 e d=6+4+i 
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Poranto: 


Ç 


— d —. 


B+i 
a 5 


b) Sejama becas raízes da equação. As relações de Girard para essa equação 


são, 


| 

arh+c=-— 

7 
sdcupée io 
3 


isge 
f 


14.4 — Equação do Quarto Grau 


Consideremos a equação de grau 4: 
ax*+hxecx] +dx+e=0 

cujas raízes são x, X,.Xx4 é x4. Porum processo semelhante ao usado nos itens 

anisriores, obtemos as relações de Girard para essa equação: 


b 
Pix, +Xa+ XI +XG = =— 
a 


É 
2 MXN XIX TINA TXSXG + X9X4 XIX = 
a 
IO RXaXa XXX TRXIXA HXaXaRA = —— 
a 


E E 
GE) XXaKaXg = E 


Observe que: 
1º na primeira relação, lemos as raizes tomadas uma a uma; 
2º) na segunda relação, temos às combinações das 4 raizes, tomadas duas a 
duas, lembrando que C, + =b, temos 5 parcelas; 
3º) na terceira relação, temos as combinações das 4 ralzes 
três, coma C, 4 =8, temos 4 parcelas, 
4º) na quarta relação, tomamos as 4 raizes. 


. tomadas três a 
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Exemplo 


Sejama b.cedas raizes da equação 5x) + 6x) +7x?+8x-9=0. 
As relações de Girard para essa equação são: 


Ara 
5 

7 

praca Peba e 


abe + abd+ acd+bcd= -s 


| 
abçd = — 
k 5 


14.8 — Caso Geral 


Consideremos a equação algébrica: 


nm n=1 Fi=g n-3 Ex 
XxX +a, 4X + A p.pX + 2 n.3% +... + ag =Q 


de grau n> À, cujas raizes São X, Xa, Xa. Xp. Por um processo semelhante 


ao usado nos três itens anteriores, podemos obter as relações de Girard para 
Essa equação. 


Ea 
Px +Xg+Xs + dx = =—El 
EE 
a E n-2 
DRM EM XX = 
dn 
a E p-g 
3 |XjX9X3 +M4Xg9K4 +..+ Kn-2An-12n =— 
an 


ArQmaLLaniLatoccoqdc ro creatina nd doca RAMAIS 


a 
nº) xaXoX3.Xn = (-1)" 2 
a, 

Observemos que: 


1º; na primeira relação, temos as raizes tomadas uma a uma; 


2º") na segunda relação, temos as combinações das n raizes tomadas duas a 
duas; 


3") na terceira relação, temos as combinações das n raizes tomadas três à 
tres; 


nº) na n-ésime relação, temos todas as n raizes. 
Exemplo 
Vamos escrever as relações de Girard para a equação do quinto grau 
ax) +bx* +exis dx? sexrt= | 
CUJAS TAÍZES SÃO X,, Xg, Xy Xy E Xo 
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1) nie 
MtX2 HX tXG AXE 


a 
2a E 
IXxqts + XX +HE£y + KjXs +XaXs + EaXq tE XaXs E HsXa = XsXs + Hafts + 
a 
DP) RXaÃa + AX XIX XIX ARA PANA E XGXAXG XX + XXX + 
d 
+ HoX4Xs + N5X4Xs = Es 
4 = 
XX XIX E MIXOXaXS FXIXGXAKS + KyXIXAXE E NGXIXAX = = 
a f 
EA |XqXoX3X4Xs =—— 
a 
Observação: Às relações de Girard só são úteis na resolução de equações 


quando temos mais alguma informação sobre as raizes. Sozinhas, 
elas não são suficientes para resolver equações. 


Exercicios Resolvidas 


14.1) Determine as raizes dos polinômio Pí(x)= 9x) -18xº+11x-2, sabendo que 
uma de suas raizes é igual a soma das outras duas. 


Solução 


Sendo a, bec as raízes do polinômio, as relações de Girard ficam: 


a (D 
11 
abracrho=— (115 
PR qn) 
A condição dada no enunciado pode ser traduzida por. 
a=b+e UM) 
Introduzindo (143 em (1), obtemos: 
Za=2? 
dende: 
a=1 
Agora que já temos a raiz a = 1, podemos abandonar as relações de Girard 
da in dos : 1 = 
e dividir P(x) por x — 1, obtendo o polinômios cujas ralzes são — e 3 
; 1 2 
Assim, as raizes de Pix) são: 1, 3 E = 
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14.2) 


14.3) 
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s | 
Obtenha a soma e o produto das taizes da equação Bxº + 7x) + 0xº + dx+ 
+ 5 =). 


Solução 


Observemos que o coeficiente de x" & nulo, isto é a equação pode ser 
escrita: 

Bxº + 0x! + 7x) + 9x? + dx +5=0 
Sendo X, Xy. Xa. Xay E X5 as ralzes da equação, vamos considerar apenas 
a primeira e a Última relações de Girard: 


X+Xao+tX;tx, txg=-—=0 


ola 


5 


Resolva a equação x) +8xº+9x-18=0, sabendo que uma de suas raizes 
é o cobro de outra raiz. 


Solução 
Sejama, be cas raizes, As relações de Girard são: 
a+b+e= -—- (1) 
9 
Ra dl) 
abs =p HD; 


À condição dada no enunciado pode ser traduzida por: 


Tomemos a valor de a da ARA E nsiaçde nas equações (1) e (ll): 
flb+c=-8 Ev) 
[2b?+3bc=9 (VI) 

De (V), tiramos c=-8-ab Ev) 


Substituindo em (v|), oblsmas a equação 7bº+24b+9=0 cujas raizes 


a 3 eleca 
são b=-3 e b'"- "3º Substituindo nas equações (lv) e (WII), vem: 


14.4) 


A fim de sabermos qual destas duas séries de valores serve, fazemos o 
teste na equação que ainda não foi usada [(Illly e vemos que apenas a 
primeira série serve, Assim, o conjunto-solução é: 


S=(-3,-6:1) 


Resolva a equação $$ -7x2 4157-950, sabendo que admite uma raiz 
dupla. 


Solução 


Ja resolvemos este exercício com o auxilio de derivada (veja exercicio 12.2). 
Agora vamos resolvé-lo Usando as relações de Girard. Sendo a, be c as 
raizes da equação, temos: 


E, 
a+btc=-— =? 


1 
abrac+bo= "215 


Já que a equação tem uma raiz dupla, façamos b = a. Substituindo nas três 
equações anteriores, temos: 


Za+c=7 1) 
a? +2ac=15 gl) 
ac =9 Cm) 


Da equação (1), tiramos: c=7-2a (IV). Substituindo em dj obtemos a 
equação; 
332 -143+15=0 


cujas raizessão a =3 e a"= É Substituindo em (IV). temos: 


Para sabermos qual destes pares de valores vão servir, fazemos a 
verificação na equação que ainda não foi usada (Ill) e observamos que 
serve apenas opara=3 e cr, 
Assim, o conjunto-solução é: 

5=(31 


onde 3 & a raiz dupla. 
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14.5) 


14,6) 
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Resolva a equação x) -7x2+17x-15=0, sabendo que uma de suas 
raizes é o número 2 +. 


Solução 


Este exercicio já foi resalvido no capitulo 13 (exercicio 1.5). Vamos agora 
resolvê-lo de outro mode (bem mais rápido). 

Observemos cue os coeficientes da equação são todos reais; portanlo. se 0 
número 2 + i é raiz, o número 2 — i também o é. Sendo a, be c as faizes da 
equação, pela primeira relação de Girard, temos: 


Eq É, 


Fazendoa=2+i; e b=2+-i temos: 
(2+D+iZ-D+c=? 


donde: 
c=8 


Fortanto, o conjunto-solução é: 


S=[2+ 2-i 3) 


Determine as raizes do púlinômio Pix)= xº x 418xº —-48xº +81x-8B1 
sabendo que 6 número 3i & raiz dupla. 
Solução 


Este exercicio já foi resolvido no capítulo 13 (exercicio 13.5). : 
Sejama bc dee as raizes de Ptx). Observando que as coeficientes de 


Pix) são todos reais concluímos que se 3t é raiz dupla, — 3i lambém e E. 
Assim, podemos fazer: 


a=b=% e c=d=-di 
Mas, pela primeira relação de Girard, temos: 


Proa 


Isto é: 
M+3i-3-3i+e=1 


donde: 
a=1 


Pornanto as raizes são 3, -3 e 1. 


14.74 Dê um polinômio de grau 3, cujas raizes sejam os números 2 (simples) e 4 
(dupla). 
Solução 


Observe que este exercicio já foi resolvido de outro modo no capítulo 11 
tezercicio 11.12). 
Já que não houve exigência especial, vamos construir um polinómia em que 
o coeficiente de x” é igual a 1: 

P(x] = x + x +[ix + 
Sendo x, X, E xa as raizes de P(x), as relações de Girard ficam: 


(a 
di a tl) 


ema trata = - =B 11 


Xoxg eds =y 1) 


Como 2 € raiz simples e 4 é raiz dupla, podemos fazer x,=2, x,=d e 
X4 = 4. Substituindo em (Il), (11) e é), temos: 


2r+rd=-a [1 
12(4)+ 2(4)+ 4/4) =B () 
(2)(4)(4) = —y 4! 


donds: 
n=-10, B=32 e y=-32 


Assim, Pix)=x)-10x? + 32x— 32. 


14.8) Sendo a b ce das raizes da equação, x) 7x) 6x + Dx +13=0 
1 1 


E 
calcule o valor da expressão =+—+—+—. 
a Bos E 


Solução 


Vamos tentar calcular o valor da expressão dada, sem sabermos quais são 
as raízes, usando apenas as relações de Girard: 


Re Ra SE (1) 
5 5 


ab + ac rad+bosbd+cd=— (11) 
abc + abd + acd+ bed =: Et) 


13 
abcd = — PV 
c E (1) 
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Temos. então: 


-B 

7/1/17/1 bed+acd+abdrabe s -8 

— pe me mp + =>— >>> = = — 

a bed abed de TI 
5 


14.9) Sendo a be c as raizes da equação xº-4x?+7x+3=0, calcule 05 
valores de: 


1 al 1 
a — +— +— 
ab aé bo 


b) a +bº+c? 
Cc) ab? s ac? 4 bic? 


dy a? +b?+c? 
Solução 


às relações de Girard para essa equação sac: 
Ro 
iab+ac-+bc="? 
pra = 3 


1 1 1 c+b+a 4 Ea 
a) — uu tLt—  —————— = - adsE 


ab ac be abc =. 


Db) Vamos nos lembrar da identidade: 
(arbac) =a2+h? +c2+2tab+ac+bc) 
Portanto: 


a?+b?+c?=(asb+e)-Zlabeac+be)=(4) =217)=16-14=2 


c) Temos: 
tab + ac + bc) = (abj+ (ac) + (be) + 2[(ab) (ac) + (ab) tbc) + (ac) (bc)] = 
-a'b? +a?c' + bic? +2abc(a+b+c) 
Portanto: 
a'piralç' ab?ç? = (ab+zc+bc)? —-2tabo)ta + b+c)= 


= (7) -2-3)(4)=49+24=73 
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d) Já que a, be c são raizes da equação, x! - 4x? + 7x+3=0, devemos 
ter: 

al -432+7a+3=0 

bi-4b2+7b+3=0 

Cc! -4e247c+3=0 


Somando membro a membro estas lrês equações, obtemos: 


tata bos e E O RO E tta+r+b+e)j+(3+3+3=0 
2 4 


Dai tiramos: a? +b34+c!=-29, 
14.10) Sejam x, X9.X3....X, as raizes da equação algébrica de grau n (com n > 1): 
ao +a toa ox rax+a,=0 


Calcule o valor de x? + x$ 4X +... +x2. 


Solução 


Vamos parir da identidade: 
(ANA A) (ul a DA RT EXE) (XX E XX Ft XnaMa) (1) 


Escrevamos a primeira e a segunda relações de Girard 


da. 
Xi tXa HXa td = — tl (tm 
nm 
dn-z UM) 
XX + MGX3 ++ Xnan = 
n 


Introduzindo (ly e (ll) em (ly, obtemos: 


12 , 
f 
a 8 n- 
| -Í0=) = (3 euxZ re nd) 2] Bet) 
| An tn 
donde: 
(a +. ” 
x2+x2+.. +x]=|Í21 0 -2-n2 
dn ) dn 


i411)Sejama,b ce das raizes da equação: 
= A 7 
3x + dB a (iei)x" sx (843) 0. 


Calcule o valor de a2 4+b? +07 + d?, 
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Solução 
De acordo com o que vimos no exercicio anterior, vamos partir da 
identidade: 


(arb+c+d)=a2+b”+c?4+d? + 2/jab+rac+be+bd+cd) 


À primeira e a segunda relações de Girard são: 


sdbgovas =-fE ul) 
3 
ar 
ab+ac+ad+be+ed= (UI) 


introduzindo (lj e (UI) em fl), obtemos: 
er ui 
[-5) ca? sbt ecteat va( 15] 
3 no 
donde: 


-4-6 
a2 sb +cê4g!=2108 


14.12) Consideremos a equação 2x1 +7x?+5x+3=0, cujas raizes são X,,.%, & 


xs. Obtenha um polinômio P(x) de raizes a b e e lais que 


a=xM, D= xx C=XaXs 
Solução 


As relações de Girard para à equação dada são: 
—7 
MM FXGHXa = s 
5 
-=3 


KjXaXq = E 


Seja P(ix)= x) +0x? +fx+y o polinâmio de raizes a, be c. As relações de 
Girard para esse polinômio são: 


Ens (1) 
ab+ac+bo=B (lh 
pa EN 


Vas, de acordo com o enunciado, temos a= xXx, D=X,X; E CE XX 


Assim: 
É 5 
a+ PE aa 


ab+ac+Do = x.X,X4Xy E XGX2XSXI E XGXGXSX E ÂMGXGXI NX + XP + XI)= 


(EE 


2 -3 é q 
ab = X,Xy%XgXaX = (XXX) = Es rt 
é -5 21 -9 l 
Substituindo em (lh, (1) e (II, obtemos q = >" p= E. SYy= E Portanto: 
1 E] 
P(x]= dB Eloa 
4 d 


14.13)Determina as raizes do polinômio P(x)=xº+xº -5x-125, sabendo que 
elas têm o mesmo módulo. 


Solução 


Sendo a be cas raizes de Pí(x), vamos escrever a terceira relação de 
Girard; 


abc = -— =125 


A condição dada no enunciado é: jal=|b|=[cl. 
Termos, então: 
abc=125 > jabc/=125 > |aldb|de|=125 > |af=125 > 
> ja/=Y25 = 5 
Observando que Ptx] é de grau impar e possui todos os coeficientes reais, 


concluimos que pela menos uma das raizes é real. supondo que a seja raiz 
real, temos: 


aj=5 e a=+5 


Podemos verificar que Pt-5]) 4 0 e P[(5])= O: portanto, temos a 3 5. 


Dividindo P(x) por x — 5, obtemos o polinômio Atx)=xº +6x+25, cujas 
raizes são -3+4i e -3-di Assim, as raizes de P(x) são: 5,-3+4 e 
-3-4L 


14.14) Determine as raizes do polinômio P(o) = 2x) - 15x] +37x- 30, sabendo que 
elas formam uma progressão aritmética. 
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Solução 


Sendo a, be c as ralzes de P(x), vamos escrever apenas as duas primeiras 
relações de Girard; 


ljarbro=-E E (1 
2 El 
jab+ ao +bo = (In 


A partir daqui, podemos encaminhar a resolução de vários mados. 
1º modo 


Supondo que a, b e c formem, nesta ordem, uma PA, podemos usar à 
representação (veja capitulo 4 do volume 2 desta coleção): 


a=b-re c=b+r 


onde ré a razão de PA. Substituindo em (l) em (Il), obtemos: 
| £E 
[(b-nab+iben= 5 gut) 
37 
jo-new-npen+pen=2 (IV) 


a 
Da equação (Ill), tiramos b= > Substituindo em (Iv): 


Es JE) [E- VE. SIS ar 


Sh + — o 


do da + 212 2 


Efetuandc as multiplicações, chegamos à eguação 4º =, 


donge; 
1 
r=t— 
e 
4 ab=r= oba? 
Para 1 ==, temos: 2 é 
o 8 4 
ceDbtr=>-"+—=3 
2 2 
a=b-reS-(-5)=3 
Para "=-—-— temos É 4 é 
5 1 
c=ber=—>-—=2 
E 
Em pol 1 ; daiio SGA 
resumo, tanto para r= Ss como para F= 2" as raizes 5ã0: 3 2 E3. 
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2º modo 
Podemos começar como no 1º modo e ir até o ponto em que cbtemos 


1 . ; Rudi 
b= 2 A partir dai, abandonamos as relações de Girard e fazemos a divisão 
bo] . s Es 
de Px) por X- ç obtendo A(x)= 2x)? -10x+12, cujas raizes são 2 € 3. 


3º modo 

Um outro modo de indicar que a, b e c formam uma PA (nessa ordem) é 
colocar a+ ce = 2b. 

Substituindo na relação (ij temos: 


donde: 
A partir daí procedemos com no 2º modo. 


14.15) Obtenha as raízes do polinômio Pb) =xº -7x?+14x—8, sabendo que elas 
são reais e formam uma progressão geométrica. 


Solução 
Sejama,becas raizes; as relações de Girard ficam: 
—f 
a (1) 
14 
jab ras + bee = 4 (HI) 
bes CC ae (HI) 
| 1 
1º modo 


Supendo que a, be c formem, nessa ordem, uma PG, temos (veja capítulo 
& do capítulo 2 desta coleção): 


ac=b? (14) 
Introduzindo (14) em (ll), obtemos b* =8. 
Em principio, deveriamos agora extrair todas as raízes cúbicas do número 8; 


mas, como o enunciado do exercicio diz que as ralzes do polinômio são 
reais, ficaremos apenas com a raiz cúbica real de 6; 


p'-sob=-YB=2 


Dividindo P(x) por x - 2, obtemos 6 polinômio AbJ=»"-5x+4, cujas 
raizes são (| ed Assim as raizes de P(x)sãc 1,4 e 2. 
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2º mode 

Suponhamos que não soubéssemos que as raizes do polinômio são lodas 
reais Então, para evitar o problema surgido com as raizes cúbicas de 
numero 8, introduzimos (IV) em (IN), obtendo: 


ab+b?+bc=14 


isto é, 
bia+b+c)=14 
E 
donde: 
b=2 


Dai em diante, procederiamos como no 1º modo. 


4º modo 
Uma outra maneira de indicar que a, b e c formam uma PG (nessa ordem) & 


usar a representação: 


a= ed e c=bg 
q 
Onde q é a razão da PG. Substituindo em (Il, obtemos: 
Db) 
Ê |tbytba) = 8 
q; 
donde: 


b=2 
Dai em diante, fazemos como no 1º modo, 


14.16) Obtenha as raizes do polinômio Píxj=2x)-11x?+18x-9, sabendo que 


2zb 


elas formam uma progressão harmônica. 


Solução 
Sendoa bh e cas raizes ds Pix), as relações de Girard são: 
puts (1) 
2 
ab+ac+be-T 6 (H) 
E 9 
abc=-— => [NT 
2 ps di 


Supondo que a bec formem, nessa ordem, uma PH, então seus inversos 
formam uma PA,, ou seja: 


8000 PR RU ET 
--*=>"-2 5 ba 
b a E-p arc 


donde: 
ab + be = 2ar EI) 


introduzindo (1) em (Il, obtemos 3Jac = 9, 
isto e: 
ac=3 (4) 
g 
Inlroduzindo (4) em (111), obtemos 3b = 2 


donde: 


s=e 
2 
Dividindo P(x) por xs. ebtemos c polinômio Atx)= 2x? -Bx+86, cujas 


raizes são 1 e 3. Assim, as raizes de P(x) são: >. 183. 


14.17) Determine as raízes do polinômio Pixj= xº-8x? 4 14x? +8x-15, sabendo 
que elas formam uma progressão aritmética. 


Solução 
Sendo a, bced as raizes de P(x), vamos escrever apenas as duas 
primeiras relações e Girard: 


atbecad=-D=8 (1) 


ab+ac+ad+bo+bd+cd= 5" =44 (In) 


Uma maneira de indicar que a, b, ce d formam uma PA, nessa ordem, é 
fazer as substituições: 


a b C d 
+ + a 4 
ty 3k) ty—k) (ya) dy +radk) 


Introduzindo em (1) e (l]) obtemos, após as simplificações: 


Ay = (UI) 
E si (14) 


De (MI), tiramos y = 2; substituindo em (14), obtemos k = £1 Assim; 
ly=2 e k=15a=-4b=14ca3de=s 
ly-=-2ekKk=145a=5b=3c=14d=—1 


Tanto num caso como no outro as raizes de Pix) são —1, 1,3 e E. 
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14.18) Determine as raizes do polinômio P(x)=x*-3x)-7xº +27x-18, sabendo 
que duas delas são simétricas. 
Solução 


Sendo a, b ce das raizes de P(x), vamos escrever apenas a primeira é à 
terceira relações de Girard: 


a+bs+c+d=-3 (1) 
abc +abd+acd+bed= 27 (1) 
Supondo que as raizes simétricas sejam a e b, temos: 
a+b=0 (HI 
Substituindo (Dl) em (l), obtemos: 
c+d=3 UV 


A Telação (Il) pode ser transformada em: 
abjc+d)+cd(a+b)=-27 
———s a mam? 


3 Õ 
donce: 
ab=-8 (4) 
Consideremos agora o sistema formado pelas equações (V) e (III). 
fa+b=0 
lab=-9 
Resolvendo este sistema, a=3Jeb=-3 (ouentãoa=-3 e b=3,o que 


dã no mesmo). Agora que ja obtivemos as raizes 3 e — 3, podemos fazes a 
divisão de Píx) por (x-3) (x+3), obtendo o pelinômio A(x)=x"-3x+2, 
cujas raizes são 1 e 2. Portanto, as raizes de P(x) são: 3-3, 1 e 2 


14,18) Determine as raizes do polinômio P(x)= 2x" -7xº- 5x” +28x-12, saben- 
do que duas delas são reciprocas (isto é, uma delas é o inverso da oulra). 


Solução 


Sendo a, b ce d as ralzes de Pfx), vamos escrever apenas a primeira, a 
terceira e a quarta relações de Girard: 


asbrord=5 é) 
2B 

abe + abd + acd + bcd = Car =-14 (IN) 

abod = —£ = -6 MU) 
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Sendoa e b as raizes reciprocas, temos: 


abe 1 (13 
Subslituindo (143 em (III), obtemos: 
cd=-6 (49 


A relação (ll) pode ser transformada em: 
abic+d)+cd(a+b)=-14 
E! —B 
isto é, 
(c+d)-B(a+b)=-14 Ev) 
Da relação (|), tiramos: 
crd=i-(a+b) 041) 
Substituindo (VIl) em (Vl), temos 
=-(a+b)-S(a+b)=-14 


donde: 
a+b= 5 (VI 
2 
Consideremos agora o sistema formado pelas equações (VII) e (IV) 
Jak ne 
] 2 
jab=1 


1 1 
Resolvendo este sistema, obtemos a=2 e b E tou a “a eb=2 oque 


dá no mesmo). Daqui por diante, podemos completar o problema de dois 
modos. 


1º mado 
% 


f 1 
Como já temos as raizes 2 & > podemos dividir P(x) por we-2[x-5), 


obtendo o polinômio A(x)=xº-x-6, cujas raizes são - 2 e 3. Assim, as 


raizes de P(x) são: 2, -, -2 83. 
2º moda 
Podemos substituir (Vl) em (VI, obtendo: 
c+d=1 (1X) 
Consideramos em seguida o sistema formado pelas equações (IX) e (W): 
[osd=1 
led =-8 
cyasoluçãoêc=-2 e d=3(ouc=3 e d=-2,0 que dá no mesmo). 
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14.20) Consideremos um número complexo z é O e um número natural n > à. 
Sejam X4. X5,..., X, as raízes n-ésimas do número z. Mostre que: 


M+Ko +... +x,=0 


Solução 


As raizes n-ésimas do número z são as raizes da equação x" = 2 a qual é 


equivalente a: 


x + 0» +... -z=0 (13 


Mas, de acordo com a primeira relação de Girard, temos: 


XjHXa+F..+X, Rae o 


14.21) Seja n um número natural qualquer tal que n > 1. Mostre que: 


| 2x 4x 2(n— 1x 
costE + cos +.+cosD = -1 
M n n 


2r 4x 2(n- 1)x 
sen— +sen— +... +sen-L——— —Q 
n nm n 


Solução 
Sejam mg, O. WO... h.; as raizes n-ésimas do número 1. De acordo 


com o exercicio anterior, temos: 
Vo ra, Os +... +00, 4=0 (1) 
Porém: 
mp5 = 1 
2 


2. . 
tw), = COos— +] 82h — 
n n 


Sm. PE 
tda = Cos — +isen — 
A n 


2 Per — 
Ds = Spa fa biá sen 2in-— fx 
n 


Substituir em (l) e separando as partes real e imaginária, temas: 


|: seas 4 pos Dia cos DEVE] A 
nm n n |] 


| 2 E 
+ | sen 2 + jane +. .+sen e(n— Tr -q 
L hn n n 
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Para que esta igualdade seja verdadeira, devemos ter: 


27x 4x 2(n- Da 
i+cos— +cos— +... +cos—>—— = 
n n n 


= 2(n-1)x Es 
n 


9) 


[D| 


2n ár 
sen— +sen— +...+se 
] n n 
o que nos leva à tese: 


14.22)As raizes do polinômio P(x)= xº-(5+5)x?2+(6+5/5)x- 645 são me- 
didas dos lados de um triângulo retângulo. Determine essas raizes: 
Solução 


As raízes a, b e c do polinômio P(x) devem ser números reais positivos. 
Supondo a>b>c, pelo teorema de Pitágoras, devemos ter: 


a? =b? +c? 


Vamos escrever apenas a primeira e a segunda relações de Girard: 


fa+b+c=5+5 


lab+ac+be =6+5/5 
Temos, então: 


a+b+c=5+/5>(a+b+o)2 =(5+ 45) —a?+b?+c?+ 


a? 
+2(ab+rac+bc)=25+10/5+5>2a?-18>a=3 
6+5V5 
Obtida a raiz 3, dividimos P(x) por x— 3, obtendo 
o polinômio A(x)= x? —-(2+ “5)x +245, cujas rai- 3 Z 
zZes são J5 e 2. Assim, as raizes de P(x) são 3, 
5 e2. V5 


14.23) As raizes do polinômio P(x) =x? —-14x? +63x-90 são medidas dos lados 
de um triângulo. Calcule a área desse triângulo: 


Solução 


Sendo a, be c as raizes de P(x), vamos escrever apenas a primeira reiação 
de Girard: 


at+b+c=14 
Seja p o semiperimetro do triângulo: 
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De acordo com a fármula de Hearão (veja volume 5 desta coleção), à área $ 
do triângulo é dada por: 
S = Jp(p-a)(p-b)tp-c) (n 
Mas, observando que Pí(x) = (x—aj(x — b)(x-c), concluímos que 
(p-aXp-b)p-c)=Ptp)=P(7)= 731447)? +63(7)-90=8 
Substituindo em (|), obtemos: 


S = (7) (B) = 456 = 2V74 


14.24) Escreva uma iguaidade ligando os coeficientes da equação »º +kx+m=0 


tonde m & 0), de modo que uma das raizes da equação seja igual à soma 
des inversos das outras duas. 


Solução 


Sendo a, be c as raizes da equação, a candição do enunciado é: 
q | 
az-—+— | 
ads (1) 
Vamos escrever a primeira e a terceira relações de Girard: 
fa+b+c=0 (1) 
[abc = -m EI!) 
De fl), tiramos: b+c = abc (1 
De (ll). tiramos: b+c=-a (4) 
De [He (V), vem: abc-a EI) 


Substituindo (41) em (Ill), temos a = m, isto é uma das raizes da equação é 
o número m. Portanto: 
m'+km+m=0 


Mas, como m * O, temos: m* +k+1=0 


14.25) Escreva uma igualdade ligando os coeficientes da equação nx +kxamx+ 


2a 


+t=Q sabendo que as ralzes dessa equação estão em progressão 


geoméirica. 


Solução 
Sendo a, be c as raizes da equação, suponhamos que elas formem uma 


progressão geornétrica, nessa ordem: 


b? = ac (1) 
As relações de Giratd são: 
fa+b+c=-k (113 
iab+rac+rbe=rmm EMI) 
abc =-t (e) 


Substituindo (1) em (14), vem: b*=-t 0) 
Substituindo (ly em (LI), temos: 
ab+b? +bc=m 


Isto é, bla+b+c)=m, donde bk=-m, ou ainda, bké = -m (VI) 


— 
Substituindo (4) em (41), obtemos tk? = mº 


14.26)Escreva uma igualdade envolvendo os coeficientes da equação 


3 ? . - 
x +kxº+mx+t=0, sabendo que as raizes da equação formam uma 
progressão aritmética. 


Solução 


Sendo a, be c as raizes da equação, suponhamos que elas formem uma 
progressão aritmetica, nessa ordem; 


2b=a+c (t) 
A primeira relação de Girard é: 
at+b+ca=-k (ly 


ds k E E 
Substituindo (|) em (ll), obtemos b me Assim, concluímos que uma das 


é : — 
raizes da equação é& 6 número q e, portanto: 


E) (3) (pre 


2k? -9mk+27t=0 


donde: 


Exercicios Propostas 


14.27)Determine o conjunto-solução de cada equação a seguir, utilizando a 


condição dada: 


a) x)-6x]+02+)x-(9+3)=0 
Uma das raizes é igual à soma das outras duas. 
b) 3x) - 2x] -12x+8=0 
Uma das raizes é o triplo da outra raiz. 
co) xº-4xº -9x+18=0 
Hã uma raiz dupla. 
d) x) -14x] +60x-118=0 
Uma das raizes é 5 + 2i. 


e) 2x) +3xº +16x) + 24x] + 32x +48 =0 
O número 2i & raiz dupla. 
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f x)+3x?-16x-d8=D 

Hã duas raizes simétricas. 
g) 6xi-23x?+16x-3=0 

Há duas raizes reciprocas (uma é o inverso da outra). 
hj 2x) -5x?..2x+5-0 


2 
A soma de duas raizes é igual a > 


jo o xº+x?º-14x-24=0 
A diferença de duas de suas raízes é iguala 6. 
Do 2x*+25x7+108xº +178x+64 =0 
Há uma raiz tripla, 
k) 2x) 19x] +45x-18=0 
lUlma das raizes é igual ao produto das outras duas. 
| xº-12x2+20x+968=0 


4 
A razao entre duas de suas raizes é igual a 3 


14.28) Uma das raizes da equação 2x* -9x? +x+k = é igual à soma das outras 
duas. 


a] Determine o valor de k. 
Db) Dé o conjunto-solução da equação 


A : a 1 
14,29) Dê uma equação de grau 3, cujas raizes sejam q* AR 


14.30) DÊ Uma equação de grau 3, cujas raizes sejam 5 (dupla) e 2-i (simples). 


14.31)Dé uma equação de grau 4, cujas raizes sejam 3 (dupla), 2 (simples) e 
— Tísimeples). 


14.32) Determine o valor de k na equação 3x? -7x+(k+2)=0, de mede que uma 
de suas raizes seja o sêxtuplo da outra. 


14.33)Determine o valor de k na equação 5x2-12x+6k+2=0, de modo que 
suas Faizes sejam reciprocas, 


14.34) Sejam a e b as raízes da equação 3x" + 4x+5=0 Calcule os valores de. 


EE 1 1 
a) —+t=— b Pt? — + — 
) a b , a G) Rca 
d) a“+bº e) a“ +hº 


(Sugestão: para os exercicios b e é use as identidades: (a + by =a? + 2ab+b”, 
tarb)-a?,30%b+3ab? +b!) 
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14.35) Calcule a soma dos quadrados das raizes da equação: 
3x + (B-ijx + (2-9) = O 
14.38) Determine o valor de k, de modo que a soma dos quadrados das raizes da 


equação 2xº -5x+k = 0 seja a e 


14.37)Sejam, a be c as raizes da equação 4xº - 3x? + 2x+8-0. Calcule os va- 


lores de: 

a) dinda e) RP SN 
a be 2 bp” cê 

b) a? +.bº sc? f) a*+b!+c? 

o) ap? +a?c? + b?ç? q) a?+b'syc? 
1 1 1 a a) [D) 

O ab ac be EEE Cao 


14.38) Calcule a soma dos quadrados das raizes da equação 4xº + x? + (34+ijx” + 
+(6-ijx! +4x-1=0. 


14.39)Sejam a be c as raizes da equação 2x”) +3xº]+4x+6=0. Em cada caso 
a seguir, dê um polinômio Px) de raizes x, x, e xa, satisfazendo a con- 


dição dada: 
a) x=ab; x,=ac; x3=bc 
1 1 
bj) x=a-— geb=>—: x, =€C-— 
' ac! ab 
CO) x=— x e % Eae 
POD SR E 


14.40)Sejam a e b as raizes da equação x? +2x+3=0 Dé um polinômio de 
raizes x, & x,, tais que x =a“+b? e x,)=2)4bº, 


i441f)Sejama, b e c os números complexos distintos, tais que: 


a*+78+13=0 
1g3 +7b413=0 


c*4+70+13=0 


Calcule vvalordea+b+c. 
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14.42)Consideremos a equação xº* +kx+m=0, onde k e m são reais e m=0. 
Mostre que, se todas as raizes da equação são reais, então k < 0. 


14.43) Determine as raízes da equação 5x*- 2x? -4x+40=0, sabendo que elas 
têm o mesmo mádulo, 


14.44) Resolva cada uma das equações a seguir, utilizando a condição dada: 

a) x) -3x2-13x+15=0 
As raizes estão em progressão aritmética. 

b) 2x). 21x? +42x-16=0 
Às raizes estão em progressão geométrica. 

co x) -9x*+11tx+21=0 
As raizes estão em progressão arilmética. 

d) xº+7x]+14x+8=0 
As raízes estão em progressão geométrica. 

e) 3x? -4xº -48x+64=0 l 
As raízes estão em progressão harmônica (ou seja, seus inversos eslao 
em PA.) 


9 xt -12x)+14x]4132x-135=0 
Às raizes estão em progressão aritmetica. 


i4.45)Determine o valor de K de modo que as raizes da equação 
xº +6xº+kz—24=0 formem uma progressão aritmética. 


14.46) Resolva a equação x“ -6x' +6xº+24x-40=0, sabendo que há duas 
raizes simétricas. 


14. 47)Resolva a equação 3xº 42x? 28x? 18x+9=0, sabendo que há duas 
raizes reciprocas, 


14.48)Resolva a equação 2x! -13x) + 4x? +13x-6=0, sabendo que o produto 
de duas raizes & iguala 3, 


14. 49)Consideremos a equação 2xº+kx! +mx? +14x-8=0. Duas de suas 
raizes tém soma igual à 1 e as outras duas têm produto igual a 2. 


a, Dê o conjunto-solução da equação 
bj) Determine os valores de k e m. 


14.50)As raizes do polinômio P(x)= 0) -(7 +72 4 (124747)x+1247 são me 
didas nos dois lados de um triângulo retângulo. Determine essas raizes. 
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14.51)As raízes do polinômio P(x)=x?-8x? +kx+m são medidas dos lados de 
um triângulo. Obtenha a área desse triangulo em função de k e m. 


14.52)Sendo a, be c as raízes da equação xº -8xº + 24x -16=0, calcule os va- 
lores de: 
a) logyta? +b? +?) 


d+ 


PE 
h] sen(2+ 24d] 


E, 

a o E] 

c) 2 c É 
e b 


14.53)Sejam a, b e c números complexos não nulos, tais que a+b+c=0 e 
ab+ac+bc =0. Mostre que [al=|b|=|cl. 


14.54)Em cada caso a seguir, escreva uma igualdade ligando os coeficientes da 
equação, utilizando a condição dada: 


a) x) +kx? +mx+t=0D 

Uma das raízes é igual à soma das outras duas. 
b) o +kxº +mx+t=0 

Há duas raizes simétricas. 


c) x! +kx+m=0 icomkz0 e ma 0) 
Hã uma raiz dupla, 
d) x'+kx? +mx+t=0 
As raizes formam uma progressão harmônica (ou seja, seus lhversos 
estão em PA.) 
e) x*+kxismx?+tx+n=0 
O produto de duas raizes é igual ao produto das outras duas. 
9 xº+kACemx +tx+n=0 
A soma de duas raizes é igual à soma das oulras duas. 


14 5SjDetermine os números a, b e €c (não nulos), sabendo que eles são raízes 


E 


da equação x* -ax? +bx-c=0. 


[5] 


mts + quê 


; Pu 
14.58) Sendo w= cos TE + | Sel calcule o valor de w+wº + m 


(Sugestão: observe que w É uma cas ralzes sétimas da unidade: veja exercício 14,20) 
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RE. + 27 
d.57)Consideremas a número natural n > 1, Sendo cds aline calcule 


os valores de: 


o 1 


a rr ++" 
Db) ww” 


Ne. r 
4.58) Senda m= as Ea calcule os valores de: 


2 a 


ad vro ra rwt+em 


bj) wê 


27 2x 
4.59) Consideremos à número natural n > 1. Sendo ms eoR seno. calcule 


o valor de 5; 


S=-1=20+ 30º 4 dal +. +nu 


(Sugestão: calcule 8 —- w3.) 
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Capitulo 


Raizes Racionais 


15.1 — Teorema das Raizes Racionais 
Consideremos o polinômio: 
Pbj=ax+a, xr +ax+ag 
de grau n > O, cujos coeficientes são todos inteiros, com 29 * O. Consideremos 


também um número racional P (pe Z* e qe Z”). com pe q primos entre si. No 
q 


tem seguinte demenstraremos que: 


SE E é raiz de Pix), então p é divisor de a, e qé divisor de a,. (15.1) 


Observemos que: 


1º) esse leorema não garante que exista a raiz q garante apenas que se existir, 
pé divisor de ape q é divisorce an; 
29 o tearema só vale quando os coeficientes são todas inteiros; 
3º ao colocarmos a * O, estamos excluindo o caso em que a = 0, pois este é de 
análise imediata. 
Exemplos 
ajlonsideremes o polinômio: 


Pix) = 6x) > 7x) +0xº-x—15 


y I 


ER dg 
divisoresdeag:£4+3+3,115 
divisgresdea :tLL2Z 3 +65 
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ed? 


Se o polinômios admitir uma raiz racional ed (com p e q inteiros não nulas, p 
q 


e q primos entre si), p é divisor de a, e q é divisor de ag. Dividindo de 
todas os modos possíveis, um divisor de ag por um divisor de ag, pbtemos 


o conjunto dos possiveis valores da raiz Pp : 
q 
SS 
Mm=litages aged adsl a 2, 0S 43,454 18; 
| a a a RS 


Isto não significa que, obrigatoriamente, um dos elementos de M seja raiz de 
P(x). Significa apenas que se Pix) tem uma raiz racional (não nula), ela é 
obrigatoriamente um elemento de M. 


b) Seja o polinômio: 
Púdj=2x'-7xº*-17x7+58x-24 
é J 
a, ag 
divisores deag + TALZ LI) 44,16 +5,212+24 
divisores dea, ti +2 
Seja M o conjunto dos possiveis valores da raiz Pp 
| 
Há 
] 
Para sabermos se algum elemento de M é raiz de Pix), vamos 
calculando os valores numéricos de Pix) para os diversos elementos de 


M (obviamente começando pelos inteiros). Esse cáleula pode ser feito 
pelo dispositivo de Briot-Ruffini: 


e 
M= [HZ HAG ABA A aa A 


P(1)= 12 
P(-1)=-90 
P(2)=0>2éraiz 2 
2 
2 2 -3 —24 12 ) 
- y A 


Qu) = 2x) -2x2- 23% + 12 


As verificações seguintes podem ser feitas no polinômio Liz). Devemos 
recomeçar essas verificações experimentando novamente b número 2, 
pois ele pode ser uma raiz de multiplicidade m > 1. 


Q(2)= —30 
Q(-2)=30 
0(3) = -30 
Q(-3)=0=-3 é raiz 


2x? = Dx + 4 


Resolvendo a equação 2x? -9x+4 =D, obtemos as raízes que faltam: 4 e 


1 é aa : 
2 Observemos que estas duas raizes são também elementos de M. 


15.2 - Demonstração do Teorema 


Suponhamos que o número P (satisfazendo as condições da enunciado do 
q 


teorema) seja raiz do polinômio: 


Devemos ter: 


Isto ê, 


Mulliplicando tados os termos por q”, obtemos: 


ap"+a, priq+..+a, po" +agg" =0 (1) 


Dvidinda por p todos os termos de (l) e passando o último termo para o lado 
direito, lemos: 


mn 
n=1 a 54 


-2 n-1 
ap" raça Pp q+.+raqo =- 


(11) 


O lado esquerda da igualdade (ll) nos dá um número inteiro e, portanto, o lado 
direito também deve ser inteiro. Mas, como pe q são primos entre si, para que O 
número: 
ag” 
p 


seja inteiro, ao deve ser divisível por p, isto é, pé o divisor de aa. 
Dividindo por q todos os termos da igualdade (1), e passando à primeiro termo para 
b lado direito, temos: 


a) 
é a 
ap +..s+a,po +agg” = = (MI) 
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O lado esquerdo as igualdade (Ill) nos dá um número inteiro e, poranto, 0 lado 
direito também deve ser inteiro. Mas, como p e q são primos entre si, para que 0 


número: 
a,p 
q 


Seja inteiro, a, deve ser divisivel por q, isto é, q é divisor de ap. 


15.3 —- Consequências 
Do teorema anterior, tiramos imediatamente duas consequências: 


1º) Se Pí(x) admite uma raiz inteira k 2 0, então k deve ser divisor Ve ap. 
Zº) Suponhamos que an = 1. Então, se P(x) admilir raizes racionais, estas serão 
necessariamente inteiras. 


Exercícios Resolvidos piu 


15.1) Determine o conjunto-solução da equação 3xº - dx + x) +46x?-2x=0. 


Solução 
Neste caso podemos colocar x em evidência: 


3xº -axt cx? 5x2. 2x =0 0 wj3x!- dx? + xº +6x-2)=000 
— x=0 ou ãxº-4xº4+xº+6x-2=0 
Vamos agora tentar determinar as raizes do polinômio Plx)= 3x* — dy? + 


+ x] +6x-2 usando o teorema 15.1. 
a 


divisores deag :+1+2 
[is dea,:+7t3 


Assim, o conjunto das possiveis raizes racionais de P(x) &: 
M = Ri sea ago, e] 
e PR 


Começaremos as tentativas pelos números inteiros: 


P()=4 
P(-)=0=-—l éraiz 


ad 


Qix)= 9x1-7x2 + 8x-2 
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Continuaremos as tentativas, agora usando o polinômio O(x), experimen- 
tando novamente a raiz —1, pois ela pode ser raiz de multiplicidade m < 1. 


= 
a 
3 
=> 3 —13 ga -— 70 
K) 3 ? 14 40 
-3|13 -1B 56 —170 
=| 3 E Ee D 
a[5)-0=5 ê raiz Ixº — x + 6 
3 K 


Resolvendo a equação 3xº —6x+6=0, obtemos as raizes que faltam: 1 +i 
e1-i. 
Ponanto, o conjunto-solução é: 


S= (o = 1 Er i+i: 1-1) 
3 


152) Decomponha o polinômio Ag) =3x) - 4x) +x)+6xº -2x em fatores do 
primeiro grau, 


Solução 

O polinômio A(x) coincide com o lado esquerda da equação dada no 
exercicio anterior. Aproveitamos então as raizes que já foram obtidas e 
temos: 


AX) = 3x sf x Jor=t-Dee-1+5 


w|-+ 


7 
15.3) Determine o conjunto-solução da equação xº E x?-5x-12=0. 


Solução 

Vamos tentar obter as raizes usando o teorema 15.1. Mas acontece que o 
coeficiente de x na equação dada não é inteiro. Assim, vamos multiplicar 
todos às termos por 2, para obtermos uma equação equivalente à equação 
dada, cujos coeficientes são todos inteiros: 


x3 su? -“By-12=06 2x2 47x? -10x-24=0 
Determinaremos, agora, as raizes do polinámio: 
Pi) =2x)+7x2-10x- 24 


divisores deag:+144:2+3, +4,+6,+8,+12/424 
divisoresdea, :+t1+t2 
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Conjunto das possiveis raizes racionais de P(x): 


M = les Eds dedo Bo dB EI2 + DA: +: 1! 
| 


2 11 12.0 


q a 
P(!Z])=0= 2? 6 raiz 2x2 + 1ix + 12 


Resolvendo a equação 2x? +11x+12=0, obtemos as outras raizes: - 4€ 


3 e É á 
ae Portanto, o conjunto-solução da equação dada é: 


feed 


15.4) Mostre que o número 1+ J2 é irracional, 
solução 
Sabemos que os números 1 e J2Z são reais. Sabemos lambém que a soma 
de dois números reais é ainda um número real. Portanto, c número 1442 ê 
real, resta saber se é racional ou irracional. 
Seja x =1+ 2. Temos: 
x=1+42 =» x? = (1+ 429º > x2=3+2/2=>xº-3=2/2 5 
= (x?-2)2-=-(2/2)2 = xº-6x24,90=8>5x!-6x241=0 


Esta Utima equação tem tados os coeficientes inteiros. Aplicando o teorema 
15.1, concluímos que os Únicos números raciorais que poderam ser raizes 


dessa equação são 1 e — 4. Assim, concluímos que 1+4 42 é irracional, 


15.5) Mostre que o número Y7 + 542 +37 -542 é inteiro. 


Solução 
Seja x = Y7+542 + Y7- 549 É fácil verificar que o número x é real, 
resta mostrar que ele é inteiro. Para facilitar a notação, faremos: 


a=Y7+52 e b=37-5/2 
Lembrando que: 


ta+b)J=a2-39ºb+ 3abº +b? =a? +b?+ 3ab(a+b) 
temos: 
x=as+b>xº=(a+b)'=a?+b? +3ab(a+b)=a?+bº+3abx 


te? 
X 
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15.6) 


Porem: 


a=)+.52 52 =7+ 542 
b=87-58 »p'=7- 5/2 


| 
i 
pa 


ad = YraDVZ 7542 = W7+5V2W7-5/2) = VT (5 DP = 


Assim: 
w)=a*,b!s dabx=7+5/2+7-5/2+3-1Nx=14-3x 
isto é: 
xi4+3x-14=0 
DO conjunto das possiveis raizes inteiras desta Ultima equação é: 
M=[t1+2,+7,+14] 


Fazendo-se as tentativas: 


0 3 -14 

1 4 -10 

+ 4 -18 

Bo | sd 2 k q 


f 


O discriminante do polinômio Aíx) é: 
A=2º-4(N(7)=4-28=-24<0 
e portanto, as raizes de A(x) são imaginárias. Concluímos, então, que . 
Única raiz reaí da equação: 
x)+3x-14=0 
é o número 2. Como o número x é real, concluímos que x = 2. 


Um número complexo é chamado de número algebrico se ele pode ser raiz 
de um polinâmio (não identicamenle nulo) de coeficientes inteiros, um 
número complexo que não seja algébrico é chamado de número 
transcendente. Na realidade, praticamente todos os números com que 
tratamos em Matemática Elementar são algébricos. Todas os números 
racionais são algebricos; alguns números irracionais, como, por exemplo: 


MA - d2 
são tambem algébricos, Corno exemplo de número transcendente podemos 
dar o número x, Outro exemplo de número transcendente é o número e, 
base do sistema de logaritmos neperianos [veja capitulo 10 do volume Z 


desta coleção). Com base no que acabamos de dizer, mostre que qs 
seguinles numeros são algébricos: 


asJ5+ 42 bj3+4i 


24? 


15.7) 
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Solução 
a) Fazendo x = J5 + 2, temos: 
x=v5+v2>x]= (V5 + DP =5+ 252 +42» 
> «Pri > x -7=2Ã0 = (x2-7P =t2h0P > 
> x -14xº + 498 =405 %x - 14x +98 =0 
Portanto, 45 + 2 é uma das raizes da equação x“ «14x? +9=0, a qual 
tem todos os Coeficientes inteiros; assim, podemos dizer que q número 
J5+v2 é um número algébrico. 
b) x=3+2>x-3=2>(x-3) = (2) > 
= x!-6x+9=-4>x?-6x+13=0 


O número 3 + 2i é uma das raizes da equação x* -6x+13=0, a qualtem 
todos os coeficientes inteiros, portanto, ele & um núumera algébrica, 


Determine todas as raizes do polinômio Pfx)= 2x) -5x*+15xº- 23x*+ 
+ 32x — 12, sabendo que ele admite Uma raiz imaginária pura. 


Solução 

Note que já resolvemos exercicio semelhante a este no capítulo 11 
texercicio 11.41). Seja ai a raiz imaginária pura procurada (com a* e B). 
Devemos ter P(aij) = D 


2(ai)º - Stai)! + 18(aij) -23taij? + 32ai)-12=0 
Efatuando as cperações e separando as partes real e imaginária, obtemos: 
(-Saº + 232º ..12)+(22º — 162º +32a)i=0 
Devemos ler, então: 
|-5aº+2392-12=0 (1) 
[22º-16224322=0 It) 


O conjunto-solução da equação (|) é: 


e o conjunto-solução da equação (||) é: 


82 =10/2 -2) 


Os números que satisfazem simultaneamente as equações tl) e (ll) são 
2 e-2? portanto temos a = +2. Concluímos, então, que o polinémio da- 
do admite duas ralzes imaginárias puras: 2i e — 2i. 
Assim, temos. 
Pix) = (x — 20(x + 2)xA DO = (x? + 4)xA DO 
x2+4 
Dividindo Ptx) por x) + 4, abtemas A(x): 


Ag) =2x)*-5x2+8x- à 
Vamos agora verificar se A(x) admite alguma raiz racional. 
[divisoresde-3: 41, £3 
divisoresde2: +17 +2 


Assim, O conjunta das possíveis raízes racionais de A(x) é: 


4 


a 


Y 
2xº- dx + 6 


a(5)- RE ralz 
2 2 


Resolvendo a equação 2x) — 4x + 8 = 0, obtemos as raizes que faltam: 
1+ di e 1- 2 Então.o conjunto de todas as raizes de Píx) e: 


(a — Pi E papai 1-vãh 
Exercicios propostos 


15.8) Consideremos a equação Ex” —- 14xº +kx? -3x+4=0, onde ke &* 
Determine: 


a) as possiveis raizes inteiras dessa equação, 
b) as possiveis raizes racionais não inteiras dessa equação. 


15.9) Consideremos o polinômio P(x)= 7x) +kx? -3x+6, onde ke Z* O número 


2 ; . 
a poderia ser faiz de Pix)? 
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; Eds 
15.10) Seja Alxj= 4x?” —- 5x?2 4 kx'º 7. Sabe-se que o número s à raiz de Aí). 
O número k & inteiro? 
15,11jResolva as equações”? 


a) xº .9x*+25x]-17x-12=0 
bj) 4x1 24x) +55xº -52x+15 =D 


c3 x -3xº 6x? +8x=0 


d) xx? Su 800 


15.12) Decomponha o polinômio Pí(xj=x1-8x)+13x2+12x-10 em fatores do 
primeiro grau. 


15.13) Mostre que o número Y2 41 6 irracional. 
15.14) Mostre que o número 726 +1543 ADE - 1543 é inteiro, 
15.15) Mostre que o número Y2 +i é algébrico. 


15.16)Resolva a equação xº -2xº - 5x2 +14x2 +6x-20=0, sabendo que uma 
de suas raizes É o número 2 +, 


“5.17)Resolva a equação xº +4xº+13x”+36x+36=0, sabendo que ela admite 
uma raiz dupla. 


15. 18)Resolva a equação 2xº - 9x“ 4 14x) -13x?+12x-4=0, sabendo que ela 
admite uma raiz imaginária pura. 


15.19)Resolva a equação x? - 7x1 416xº-12=0. 


(Sugestão: faça a mudança de variável x = y) 
15.20) Resolva a equação xº + 2x" +2xº + 2x) +2x” +2x+1=0. 


15.21) Consideremos a equação x" +72kx -2=0, onde ke Z e n>2. Essa equa 
ção pode ter raizes racionais”? 
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15.4 —- Propriedades 


Consideremos um polinômio Píx) não identicamente nulo e de coeficientes 
racionais. Consideremos ainda os números racionais a, Db m e n tais que 


Jme dn sejam irracionais. Pode-se demonstrar que: 

1)se a+ vm é raiz de P(x), a- Jm também o é: 

2º) se Jm+«n é raiz de P(x), os números dm - dn, -m+vn e -Jm-dn 
também são raizes de Pix). 

Assim, por exemplo, se 2+/3 é raiz de P(x),2- 3 também é raiz Se V5 + 7 

é raiz de P(x), 05 números J5 — E = udT E -/5 - 47 também serão raizes. 


Exarcicios Resolvidos 


15.22)Sabe-se que o número 1+ J?2 é raiz do polinômio: 
Ptxj=xt-2x)+3x?-Bx-a 


Determine as outras raizes, 


Solução 


Os cosficientes de P(x) são racionais; portante, se1+v2 é raiz, 1-2 
também o é. Assim: 


Px) =[x=(1+ 2x = (1- J2)bA DO = (e - 2x —1)xA ix) 
x2-2x—1 
Dividindo Px) por x? - 2x —1, obtemos A(xy 
AbJ)=x]+4 


Resolvendo a equação x? + 4 = O obtemos as raízes que faltam: 2i e 
-=2i. Portanto, as raizes de P(x) são: 


dio ted e= 2 
15.23) Determine todas as raizes do polinômio P(x)=xº-x* + 7x) +9, sabendo 


que uma de suas raizes é 2 e 


Solução 
Os coeficientes de Pí(x) são todos racionais; portanto, se J2+ 3 é raiz, os 
números 2-3, -J2+J3 e - 2 - 3 também serão raizes. 


P(xy= (e (42 + J3)px = (42 — JB) pe = (2 + 39] (42 = J5)xA(a) = 
x2-2/2x—1 w2 42431 


=(x2-2/2x- 000 +2/2x—NxA0o) = (x! 10x2 + xa(x) 
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Dividindo Ptx) por x” - 10x? +1, obtemos AQ): 


ADO =xº+1 


As raizes de Atx) são +i. Portanto, as raizes de Pix) são: 


vV2 + 3, 2-3, - 2 + 3,42 - 3,0] 


Exercicios Propostos 


15. 24) Resolva a equação xº . ax? + 2x? -4x+1=0, sabendo que uma de suas 


raizes é o número 2+ 43, 


15.25) Resalva a equação xº +xº-14x? -14x2+9x+9=0 sabendo que uma de 
suas raizes é o número 42 - 45. 


15.26) Resolva a equação x* -5xº+ 4x2 +10x-12=0, sabendo que uma de suas 


raizes é o número v'2. 


15.27) Determine as raizes do polinômio Píix)= x*- ax? -dx-1, sabendo que uma 


de suas raizes é o número 9+ 480. 


[TRE - - : 
(Sugestão. escreva o número v9+ /80 na forma Jr + Js onde res São raciands 
— veja volume 1 desta coleção, p. 261.) 
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Capitulo 


1 6 Equações recíprocas 


16,1 — Definição 


Uma equação algébrica de grau n > OQ é chamada de equação reciproca se, e 
somente se, for satisfeita a condição: 


Ra ; so a banido 
ré raiz da equação =>— é raiz da equação, com a mesma multiplicidade, 
r 


Em oulras palavras, dada uma equação reciproca, se um número é raiz, o seu 
reciproco também é raiz, com a mesma multiplicidade. É obvio, então, que o 
número zero nunca é raiz de uma equação reciproca e, portanto, o termo 
independente da equação reciproca é sempre diferente de zero. 


Exempla 
f 


a) A equação 3x” -Buix+3=0 tem conjunto-solução E ? : podanto é 


1 
2 
uma equação reciproca. 


E 
b) A equação 2x2 -5x+2=0 tem conjunto-solução 5= 1 E a Observando 


1 — à é 
que ET = E concluímos que a equação é reciproca. 
i 
: EA 3) 
c) À equação 6xº 19x) +14x-1=0 tem conjunto-solução S=41, 32º 


Observando que: 
' ; É sd 
o reciproco (ou inverso) de 3 ê 3 
o reciproco de 1 é 1 


concluímos que a equação é recipraca. 
3 Rd E » 1 
d) Consideremos a equação (x -—4) ds =D, cujas raizes são 4 e z 
Embora E seja o reciproco de 4, a equação não e reciproca, pois as raizes 


não têm a mesma multiplicidade. 
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ay) px 1 
e) À equação [x-5) [2-5] ee sy [x+ 5) (x+1)=0 é reciproca. 


f) A equação (x-4)(x-—7) não é reciproca. 


Devemos ressaltar que: 


ERR RS pa 
r 


isto é, Os Únicos números que são iguais aos seus reciprocos são os números 1 


1 ; à 
e — 1. Portanto. para r * + 1 devemoster r é -. Dai, contluímas que: 
r 


1º) se uma equação reciproca não admite a raiz 1 nem a raiz — 1, ela deve ser 
de grau par; . 

2º) se uma equação reciproca é de grau impar, ela deve admitir a raiz 1 043 
raiz = 1. 


16.2 — Reconhecimento de uma Equação Reciproca 


Consideremos a equação reciproca: 


ax" +an x ra, axt + +agx rax+aç=0 (1 


1 = 
onde, obviamente, a,*=0 e aç=0. Sex é uma das raizes de (1), Fa também é 


raiz. 
Substituindo em (1), temos: 


4 Gi 1 n1=2 (12 [49 - 
O CR O NO Ro 
Multiplicando todos os termos por x”, obtemos: 


açtIna Xrançx +. tax sax raçgx" =0 
isto &: 
n-2 


agx" +ax” raxl2+.ranaxf+a, x+a =0 (1) 


As equações (l]) e (Il) devem fer as mesmas raízes, com as mesmas 
multiplisidades; portanto (veja 11.8) os coeficientes dos termos de mesmo gray 
devem ser proporcionais, Sendo k a constante de proporcionalidade, vem: 


aç=k>a, 

a, =K>28,04 

dB, =k>ã,.2 
spsatragbas avant MO 
ana =kras 
ans =k>a; 
An=k>ag 
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onde: 


açe a, são coeficientes dos termos extremos 
a, 2 an. São coeficientes de termos equidistantes dos extremos 


a, € à, , são coeficientes de termos equidistantes dos extremos 


CLLODQADIINIINTLIFFrVO LI CUNET CUCA UUNC DES DESA DDS SED GUI LUG UU LES FEDsGnI ra DUNNE 


De ag=k>ma, e aç=kra, vem k=+1, 
Substituindo nas igualdades (Ill, concluimos que: 


1.º) parak = 1, 05 coeficientes dos termos equidistantes dos 
extremos (e 05 dos extremos) são iguais: 


Iv 
2.º) para k = —1, os coeficientes dos termos equidistantes dos id 


extremos [e os dos extremos) são simétricos. 


Todos os passos que demos neste item podem ser dados “para trás”, isto &, 
supondo que as condições (4) são satisfeitas, podemos concluir que a equação é 
reciproca, Assim, podemos dizer que: 


Uma condição necessária e suficiente para que uma equação algébrica de 
grau n>0 seja reciproca é que os cosficientes des termos equidistantes 


dos extremos (e dos extremos) sejam iguais ou simétricos 


Quando ocorrer k = 1, diremos que a equação reciproca é de primeira classe; 
quando ocorrer k = — 1, diremos que a equação recipraca é de segunda Classe. 


Exemplos 
s) Seja a equação 7xt- 0x' + Ex” + 6x) - Dx + 7 =D, observe que os coeficientes dos 
I 1 EE +“ 1 


termos equidistantes dos extremos (e dos extremos) são iguais. Portanto, é 
uma eguação reciproca de primeira classe. 


b) 6x 7x + 9x — 9x? +7x-6=D 


fee, [O] 


Os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e os dos extremos) são 
simétricos; portanto, & uma equação reciproca de segunda classe. 


C) 5x':6y'- 0x +6x+5=0 
LS 


Os coeficientes des termos equidistantes dos extremos (e os dos extremas) são 
iguais (Qbserve que neste caso o termo central é igual a ele mesmo.) Trata-se 
de uma equação recipraca de primeira classe. 


d) A equação 5x* + 6xº -6x-5 =D pode ser escrita: 


5x +6x) +0x? -6x-5=0 
Loootm— | 
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Neste caso, os coeficientes dos termos equidistantes dos extremos (e 05 dos 
extremos) são simétricos e, portanto, a equação, para ser reciproca, não pode 
ter a termo central. 


e) Consideremos a equação 7x“ -9x)+2xº+9x-7=0. De acordo com 0 
que falamos no exemplo anterior, podemos dizer que esta equação não e 
reciproca. 

f 6x*-0x+5=0 
Esta equação é reciproca de primeira classe. 


g) A equação dxº+(2+5i)x“ + 9x)+ (2 +5ijx?+4=0 pode ser escrita: 
4x" + 0xº +(2+5i)x! + 9x? +(2+5)x2 +0x+4=0 


Trata-se de uma equação reciproca de primeira classe. 


h) A equação 2xº - 7xº+7x-2=0 pode ser escrita: 
2x) =. 7x! +0x]+0x]4+7x-2=0 


Trata-se de uma equação reciproca de segunda classe. 


16.3 — Resolução de uma Equação Reciproca 


“*onsideremos o polinômio 
Píxi=açx"+a, xr rax+a, 
Tal que a equação: 
Pix) = Ô 
seja reciproca. Suponhamos que os números 1 e — 1 sejam raizes dessa equação. 


com muliplicidades p e q, respectivamente (eventualmente podemos ter p= 0 ou 
q = 0) Admitindgo que haja outras raízes, temos: 


Pix) = (x —1)P (x + 9oBtx) t1) 
de modo que (de acordo com o que vimos ho item 15. 1)a Equação: 
Btx)=0 


e recíproca de grau par, que não admite a raiz 1 nem a raiz —1. Resta saber se a 
equação é de 1º ou de 2º classe. Assim, senda: 


Bix)=b,x” + Epa É o A cia RR +box* +D;x+by 
teriamos: 
()=b+bas+brs+...+by+b,+b, =0 
pois. a equação sendo de segunda classe, os coeficientes dos termos 
equidistantes dos extremos são simétricos. Mas ai, concluiriamos que o número 1 
e raiz de B(x) o que não pode ser. Então concluímos que a equação Blix) = O 
deve ser reciproca de grau par e 1º classe. 
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Portanto, só precisaremos de um processo especial para resolvermos uma 
equação reciproca de 1º classe e arau par que não admita a raiz 1 nem a raiz —1. 
Tal equação será chamada, daqui em diante, de equação reciproca normal. 


Exemplo 
Consideremos a equação reciproca: 
2x" - But me xls xt + 3x? -Gx+2 =D 


Experimentando os números 1 e -1, verificamos que 1 & raiz dupla e —1 é raiz 
simples. 


a no = mao 
B()=2x!-4x) + x2- 4x + 2 


À equação Bí(x) = D & reclproca, de grau par, de 1º classe e não admite a raiz à 
nem a raiz — 1. Portanto, é uma equação reciproca normal. 


15.4 - Resolução da Equação Reciproca Normal 


Consideremos uma equação reciproca normal de grau n, Q artífiício usado para 
n 
resolvê-la consiste em dividir todos os termos por xº?, e, em seguida, fazer a 
seguinte mudança de variável: 
4 


x+—=Y 
x” 


Para facillar a nosso trabalho nos exercicios, vamos deixar prontos alguns 
cálculos: 


Po 


1 Ê 1 
ce l=yo(x+1) =yi 5 xº+24— =y 
x se 


x 


2af 


De modo análogo, podemos concluir: 


tem =ytcayi+a 


e assim por diante. 


Exercícios Resolvidos 


18.1) Resolva a equação 6x* +47 + 138x' +194x n138x + 4+47x46=0. 


Solução 


41º modo 


A equação dada é recíproca, de grau par, porem não sabemos ainda se é 
normal. Devemos começar experimentando os números 1 e - 1. Fazendo 
isso, podemos verificar que o número 1 não é raiz e que o numero — 1 é raiz 
dupla. 


138 194 138 


Ficamos agara com a equação normal 6x1 +35x)+62x]+35x:6=0, a 


[g] 
qual tem grau n = 4. Vames dividir todos os termos por xº, isto é, por x*, 


obtendo: 
8x* 35x* 62x? 35x 6 ê 
xy xº en 
isto é: 6x2+435x+624 22,2 20 
x x 
ou, ainda: el x? eae as us Neo =0 
N x*) O 5, 


Fazendo a mudança de variável a = y temos weme=y?-2 Subs- 
x x 


tituindo em (l): 
B(yº-2)+35y+52=0 


donde: By" +35y+50=0 
cujas raizes são y'= & ey" -——. 
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16.2) 


1 : 
Como é” =Y, temos as equações: 


1 E) Ê Er " 1 
x+—=-—=, cujasraizessãox'=-2 e x'=-— e 
x 2 2 

1 (si Ei can PR 
x+—=-— cujasraizes são x'=-3 e xº=-— 
x 3 3 


2º modo 


Já que os coeficientes da equação são todos inteiros, poderiamos ter 
tentado o processo desenvolvido no capitulo 15, isto é, a pesquisa de raizes 
racionais. 


Resolva a equação 12xº — 40xº — 39xº +170xº -39x2 - 40x +12=0. 
Solução 


1º modo 


Temos uma equação recíproca, de grau par e 1º classe. Fazendo a 

verificação, concluímos que 1 e — 1 não são raizes. Vamos então usar o 

artifício. Como o grau da equação é n = 6, vamos dividir todos os termos por 
n 


x2, isto é, por xê, obtendo: 


dio A 
12x -40x2 -39x+170-22. 40 12.0 
X X X 
/ " £ Y 
ou, 12[xº+5)-s0[x2 +, |-s9[x+ 5 |ri70=0 
SD EM 
y'-3y y?-2 
donde: 
12y) -40y2 - 75y+250=0 (1) 


Fazendo a pesquisa das raizes racionais, descobrimos que uma das raizes 


da equação (1) é y=>. Dividindo o lado esquerdo de (|) por y-> 


obtemos o polinômio 12y2 -10y-100, cujas raizes são yv=o e 
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16.3) 
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1 E 
Lembrando que x+— = y, temos as equações: 
x 


| 
x+1=2. cujas raizes são x'=2 e xº=— 
x é 2 
e a = 
x+—=— cujasraizes são x =3 e x'=— 
W 3 3 
1 5 « . - É] " 1 
x+— = —-—, cujasraizes são x =-2 e x =-— 
x 2 2 


Assim, o conjunto-solução é: 


2º modo 
Poderíamos ter feito a pesquisa de raizes racionais já na equação dada. 


*4x24x+1=0. 


Resolva a equação x“ + x 
Solução 

Este exercício já foi resolvido no capitulo 11 (exercicio 11.38). Vamos agora 
resolvê-lo de outro modo. 

A equação dada é reciproca normal. Vamos então dividir todos os termos 
por É, obtendo: 


vue lp =0 
X* 
21 1 
ou |x +-a|+|x+— |+1=0 
O e 
y2- y 
ou ainda: y2+y-1=0 
Esta Última equação tem raizes y'= e ey'= Sd Obtemos en- 
tão as equações: 
tina = lis J5 ; cujas raizes são =1+ V5 tiy10+25 e 
x 2 4 
=1> 8 =t=15 4 = J 
RS ai cujas raízes são Steoaugo A 
x 


Comparando a solução dada no capítulo 11 com a solução dada agora, 
teriamos um novo processo (além daquele visto no volume 3 desta coleção) 


x 
de calcular o seno e o cosseno de — 


15.4) Resolva a equação 6x* —- 25x2 412x2+25x+6=0. 


solução 

Esta equação não é reciproca, mas podemos resolvê-la usando um artifício 
semelhante ao que usamos no caso da reciproca normal. 

Vamos dividir todos os termos por x; 


25 
6x2 -254412+4D +S.=0 
x x 


isto e: x 


Substituindo em (1), obtemos: 
Btyv + 2)-25(y)+12=0 


ou, By*-25y+24=0 
cujas raizes são e e ro 
| Vs FO Sim 
Temos então as equações: 
A 3 a bi ne A 
x-—=-— cujasfraizessãox'=3 e xº=-— 
» AR 
o: ; : n 1 
pn cujas raizes são x'=2 e x"=-— 
x 


Assim, 0 conjunto-solução é: 


s=[3-5: 2: -3) 
3 2 


- 


Exercicios Propostos 


15.5) Determine os valores de a e b de modo que à equação 5xº+ta-b)x) + 


+(3a—2b)xº + x -5 = O seja reciproca. 


15.5) Determine os valores de a e b de modo que a equação 4xº +ax? +7x+ 
+b=D seja reciproca. 
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16.7) 


15.8) 


cBo 


Resolva as equações: 

a) 3x! - 10x) +6x2-10x+3=0 

b) 2x) 6x" + 5x8 +6xº- 14x", 6x? +5xº -6x+2=0 
c) 12xº -dxº -53xº+53x2+4x-12=0 

5x) + 5x 23x pair +a 


d 
2 ? 


Daca a equação ax“ +7xº+5xº +bx+9=0, determine os valoresde aeb 
E E ad R 1 : 
de mada que, se um número à é raiz da equação, q número Er também 


seja raiz da equação, com a mesma multiplicidade. 


Capitulo 


1 / Raízes comuns 


17.1 — Introdução 


Consideremos dois polinômios: A(x) e B(x). Neste capitulo, vamos esta- 
belecer um processo que permita obter os números que são ao mesmo tempo 
raizes de A(x) e B(x). 


17.2 — Raizes Comuns e MDC 


Sejam então dois polinômios A(x) e B(x), de graus maiores que zero. Conforme 
vimos no capitulo 10, o máximo divisor comum de A(x) e B(x) pode ser obtido 
multiplicando-se os fatores comuns, com os menores expoentes. Mas, 
obviamente, ao pegarmos os fatores comuns, estamos pegando os fatores que 
trazem as raizes comuns. Dai temos a propriedade: 


As raizes comuns de A(x) e B(x) são as raizes do mdc de A(x) e B(x). 


Exercicios Resolvidos 


17.1) Obtenha as raizes comuns aos polinômios: 
(AG) =x] -5x!+5x2+6x2-11x+6 
lB(x)=x!-4x242x2+x+6 


Solução 
Seja D(x) o mdc normalizado (veja capitulo 10) de A(x) e B(x): 


D(x)=x? -5x+6 


Como as raizes de D(x) são 2 e 3, concluimos que as raizes comuns de A(x) e B(x) 
são2 e 3. 


17.2) Determine o valor de k de modo que os polinômios: 
[Aq =x? - 3x2 +kx +12 
[B0)=x2-x-2 


Admitam uma raiz comum. 
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Solução 


Neste caso não é necessário recorrer ao mdc. As ralzes de BRix) são 2. e — 1. 
Temos, então: 


[A(2)=27-3(2)? +k(2)+12=2k+8 

lat) =(P-aBl-)t+kt-)+12=K+8 
[AtQ)=0=k=—4 
(A(-)=0>k=8 

Assim, podemos terk=—4 ou k=&. 
17.3) Senda ke K*. Determine a raiz comum aas polinâmios: 
atx)=kxº 4 (ak - 2)xº +(3k = 4)x+(k-2) 8 
Btx) = kKx? + (3k - 2x +(2k —4) 


Solução 
Vamos determinar um mde de Alx) e Bix): 


x? + (3k — 2)x2 + (3k = 4)x dk 2) kx? +(3k -2)x + (2k — 4) 
x? +(-3k+2)x2 +(-2k+4)x; | x 


kx+(k—2) 


kxº + (3k-2)x + (2k - 4) kx+tk—2) 
oc + (-k + 2x x+2 


— 2kx + (—-2k + 4) 
| 


O mdc de Aíx) e Bo) é o polinômio Dix)=kx+(k-2) cuja raiz é 


2-Kk : ESTA . 2-—-k 
o Portanto, a raiz comum aos dois polinômios é 


Exercicios Propostos 


17.4) Obtenha as raizes comuns aos polinômios: 
Abj=xº+2x]-7xº -8x+12 e Bix)=x)'-4x]+x+6 
17.5) Obtenha as raizes comuns aes polinômias: 


Alx=xº 3x) + 2x* 4x] +12x-8 é Bix)=xº-3x)45xº-9x+6 


17.8) Determine o valor de k de modo que os polinômios Ab)= x] -x?+kx-1e 


B(x)j= x? -4 tenham uma raiz comum. 


Bd 


17.7) Determine os valores de k e m, de modo que os polinômios A(x)=x)+ 


+xº +kx+m e Bix)=xº -4 tenham duas raízes comuns. 


17.8) Sendoke IkK*, determine a raiz comum aos polinômios: 
Ab) =kx+(2-k)x? —(K+4)x+(k+2) e Bl)=loê+(Z-k)x-(2k+4) 


17.3 - Raízes Múltiplas e MDC 


Consideremos um polinômio P(x) de grau n > 1 e suponhamos que um número € 
seja raiz de Pí(x), com multiplicidade m > 1. De acordo com a que vimas no capitulo 
12, podemas dizer que o número c é raiz de multiplicidade m — 1 do polinômio P'(x) 
(polinômio derivado de P(x)). Portanto, o número c é raiz comum dos polinômios 
Plxj e P'íx); a partir disto, concluímos: 


O número c é raiz de multiplicidade m — 1 do mde dos polinômios Pix) e P'(x) 


Exercicios Resolvidos 


17.9) Obtenha as raizes do polinômio Pix)= x! -x? -3x? +5x—-2, sabendo que 

hã uma raiz de multiplicidade maior 1. 

Solução 
Pixj=xt-xº —3x2+5x-2 
Temos: | (e 

|pitx) = 4x3 3x2 -6x+5 
Podemos determinar o mde dos polinômios Pí(x) e Pix), que é 
Mig) =x]-2x+1. É fácil concluir que o número 1 & raiz dupla de M(x): 
portanto, o número 1 é raiz tripla de P(x): 
P(x)= (x = 19º xÃ(x) ; 

Fazendo três divisões sucessivas por x — 1, podemos chter A(x)=x+2 
cuja raiz é - 2. Portanto, as raizes de P(x) são 1(tripla) e — 2(simples). 


17.10) Obtenha as raízes do polinômio P(x) = x*-10x)237xº - 60x+35, sabendo 
que há pelo menos uma raiz de multiplicidade maror que 1. 


Solução 
ÍPte) = ** 10%) +37x2 - 60x +36 
[P'(x) = 4x? - 30x] +74x— 60 
O mdc de P(x) e P'(x) é o polinômio Mix)=x] -5x+6, cujas raizes são 2 


(simples) e 3 (simples). Dai concluimos que o número 2 é raiz dupla de P(x) 
e o número 3 é raiz dupla de Pix). Como Pix) e de grau d, estas são as 
únicas raizes. Devemos ter, então: 


Plx) = (x-2)2(x— 3)? 
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Exercicios Propostos 
1?.11)Resalva a equação x! + xº-3x?-5x-2=0, sabendo que há uma raiz de 
multiplicidade maior que 1. 


17.12) Resolva a equação x) -5xº+7xº -2x]+4x—-8=0, sabendo que há uma 
raiz de multiplicidade maisr que 1. 
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Capitulo | 


1 ô Raizes Reais 


18.1 — Introdução 


Neste capitulo, apresentaremos algumas propriedades referentes às raizes reais 
de um polinômio de coeficientes reais. Para melhor entendermos, é útil 
encararmos os polinômios como funções. (Observe que o item 10.4 deste volume 
se refere a isto.) Para tal, usaremos vários conceitos sobre funções, como os de 
função crescente, decrescente, gráfico de uma função, etc., já estudados no 
volume 1 desta coleção. 

Observamos que teremos de lançar mão de várias propriedades que so serão 
justificadas no volume 8 (onde serão estudados os conceitos de limite e de 
derivada); assim, estas propriedades serão aqui apresentadas sem demonstração. 


18.2 - Gráfico da Função Polinomial 
Consideremos o polinômio P(x) de grau n > O e coeficientes reais: 


P(x)=a x" +a x! +... +ax+ag 


Obviamente, para cada valor real atribuído a x teremos um único valor de P(x) e 
portanto, podemos considerar a função de R em R que a cada x associa o valor 


P(x). Pode-se demonstrar que o gráfico desta função é sempre uma linha 
continua (como, por exemplo, na figura 18.1), não podendo apresentar “buracos” 
ou “interrupções” (como, por exemplo, na figura 18.2). 


P(x) P(x) 


Fig. 18.1 Fig. 18.2 


Demonstra-se ainda que o gráfico não pode apresentar “bicos” do tipo que 
aparece na figura 18.3. É fácil ainda verificar que a insterseção do gráfico com o 
eixo vertical nos dá o termo independente ap, e uma interseção qualquer com o 
eixo horizontal nos dá uma raiz real r (veja figura 18.4) 
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P(x) 


IN 


X 
Fig. 18.3 Fig. 18.4 


Quando ocorrer o que vemos na figura 18.5, a raiz r tem multiplicidade par (o 
gráfico tangencia o eixo horizontal sem “cortá-lo). Quando ocorrer o que vemos na 
figura 18.6, a raiz r tem multiplicidade impar maior que 1 (o gráfico corta o eixo 
horizontal, “tangenciando-o”). Se a raiz r for simples, ocorre o que vemos na figura 
18.4. 


P(x) P(x) 


E da 
to a 


Fig. 18.5 Fig. 18.6 


Para aqueles valores de x para os quais a função é crescente (fig. 18.7), 0 


polinômio derivado P((x) assume valores positivos. Para os valores de x para 


os quais a função é decrescente (fig. 18.8), c polinômio derivado P!?(x) assume 
valores negativos. 


P(x) P(x) 


“e NE 


Fig. 18.7 Fig. 18.8 


Seja k um número real tal que Pk) =0 Então, a reta tangente ao gráfico o ponto 
(k, P(k)) é paralela ao eixo horizontal (veja figuras 18.9, 18.10 e 18.11). 


268 


Plx) 


= |---ezenca 


Fig. 18.9 Fig. 18.11 


Suponhamos que o polinômio seja de grau par. Sendo a, o coeficiente do termo 
de mais alto grau, demonstra-se que: 
1º) se an> 0, tanto para X—> +o como para X —+—cs teremos P(x) = + (como, 


por exemplo, na figura 18.12); 
2º) se an<0 tanto para Xx—+ºo como para X >-< teremos P(x) —» -«o (como, 


por exemplo, na figura 18.13). 
P(x) AP(x) 


Fig. 18.12 Fig 18.13 


Suponhamos agora que o polinômio seja de grau ímpar. Demonstra-se que: 
1º) aç>0 
fasso — +00 vem P(x) > +00 


(veja figura 18.14) 
para x > —es vem P(x) > — eo 


2) an<0 
fis — +oo vem P(x) > —oo 


(veja figura 18.15) 
para x > - ee vem P(x) > +00 


P(x) 4 


Fig. 18.14 
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Exercicios Resolvidos 


18.1) 


2r0 


Consideremos o polinômio Píx) = x) +3x]+5x+42. 


a) Mostre que P(x) tem apenas uma raiz real. 
bj Mostre que essa raiz real e negativa. 
2) Mostre que essa raiz real é irracional, 


Solução 
a) Como Pí(x) é de grau impar e tem coeficientes reais, podemos garantit 
que ele possui pelo menos uma raiz real r: resta mostrar que r e a única 
raiz real. Para isso, determinemos o polinômio derivado de Píx): 
Pl(x)= 3x2 +6x+5 
O discriminante A desse polinômio é: 
a=6º-4(3)(5)=36-60=-24<0 
Concluímos então (veja capitula 4 do volume 1 desta coleção) que, pata 
qualquer x e !&, teremos P!D(x)>0 &, portanto, a função polinomial Pl) é 
sempre crescente. Isto significa que o gráfico corta o eixo horizontal apenas 
uma vez (sem tangenciá-lo, pois PlU(x) « 0] e deve ter o aspecto da figura 
a ou da figura b. 


/ 
Fig. a Fig. b 
Pix) 
bJO termo independente é a agç=2 E 0 
coeficiente do termo de rmaior grau é 2 
aç=1 (isto & a,>0). Como o 
polinômio é de grau impar, o seu gráfico E ud 
deve ter um aspecto parecido com o da 


figura c e. portanto, a raiz real Fr & Ms 
negativa. 


18.2) 


18.3) 


c) De acordo com o teorema visto na capitulo 15. as únicas raizes racionais 
seriam 1, — 1,2 e —- 2. Mas, já sabemos que a raiz real & negativa, 
assim, restam — 1 e = 2. No entanto, fazendo a verificação, vemos que 
P(-):0 e P(-2)=0. Fortanto, P(x) não admite raizes racionais e a 
raiz real 1 deve ser irracional. 


Consideremos o polinômio P(x)=2,x"+.. +a,x- ap. de coeficientes reais e 
de grau impar. Mostre que, se a, >0, o polinômio P(x) admite pelo menos 
uma raiz real de sinal contrário ao do termo independente a, (supondo 
ag * D). 


Solução 
O polinômio é de grau impar e tem coeficientes reais, podemos então 
concluir que ele tem pelo menos uma raiz real. Consideremos então dais 
Casos: 

1º caso: aç>0 Pix) dá 
Coma a > 0 e o polinêmio é de 
grau impar, temos: 


[para x — ve vem Pix) —4 co 
[para x— —s vem Pfx) —» —eo 


Portanto, há pelo menos uma raiz real r negativa, isto é de sinal contrária ao 
de ay (obviamente, poderá ter também raizes positivas). 


2º caso. ag< 0 es 


Como an> 0€e0 polinômio é de grau 
impar, temos: 


para x > o vem Ptx) — ca 
para x — —+ vem Pix) — —os 


Ao 


Assim, há pelo menos uma raiz positiva r (de sinal contrário ao de ag). 


Consideremos o polinômio Pix)j=açx"+...+aX+ag, de grau par (não 
nulo). tal que a, >0 e ag<0 Mostre que esse polinômio admite pelo me- 


nos duas raízes reais, sendo uma positiva e outra negativa. 
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18.4) 


18.5) Temos ao lado o gráfico de um 


272 


Solução 


O polinômio é de grau par e 
a, > 0. Portanto temos: 


para x > +ºo vem P(x) > + 
para x > —c vem P(x) — +os 


Como aç<0, o gráfico deve ser 
“algo parecido” com o gráfico da 
figura ao lado e, portanto, o 
polinômio admite pelo menos uma 
raiz positiva r; e pelo menos uma 
raiz negativa ro. 


Determine o polinômio P(x), cujo 
gráfico é dado ao lado, sabendo 
que seu grau é 3. 


Solução 

Vemos que —- 2 é raiz simples e 3 é 
raiz de multiplicidade par. Mas, 
como P(x) é de grau 3 (e portanto 
tem três raizes), concluímos que o 
número 3 é raiz dupla. Portanto 
temos: 


P(x)=a(x+2)x-3)? 
Mas o gráfico nos informa ainda que P(0) = 18. Assim: 
P(0)=a(0+2)(0-3)º =18 


donde tiramos a= 1. 
Portanto, P(x) = (x+2)x-3)? 


ou, desenvolvendo, P(x) = x] -4xº-3x+18, 


polinômio A(x). Esboce o gráfico do 
polinômio B(x) tal que B(x) = Ag) — 1. 


jr 


18.6) 


Solução 


Ao subtrairmos 1 unidade do - Atx) 
palinômio Atx). o seu gráfico - Blx) 
deve “descer” 1 unidade (veja Pd 

capitulo 6 do volume 1 desta 3 7; 


coleção). 


Consideremos o polinômio Pix) =x) -2x? + 4x+(K? - 6k +1), onde K é real, 


a) 
b) 


c) 


Mostra que, qualquer que seja ke &, Pix) adinite uma única raiz real. 
Determine o valor de k para o qual essa raiz real tenha o maior valor 
possivel. 

Determine essa maior raiz real. 


Solução 


a) 


Pixj=x)-2x2 0 4x + (K2 - 6k 41) 
Sg 


onde ag é uma constante (para cada valor de k) isto é e o termo 
independente, Derivando P(), temos: 


pilix)= 3x2 -4x+4 
cujo discriminante é: 
a=(-4)"-a(3)(4)=-32<0 


e portanto, Pty) & sempre 
positivo, o que acarreta que P(x) 
é sempre crescente. Como o 
grau de Pí(x) é Impar e o 
coeficiente do termo de mais 
alto grau é positivo, o gráfico é 
“algo parecido” com à gráfico ao 
lado, e o polinômio admite uma 
única raiz r. 


Observando o gráfico, percebemos que. para que r aumente a, deve 
diminuir Portanto, a raiz r atinge o seu valor máximo quando ag atingir 
seu valor minimo. Mas: 


dg = k?-Bk+1 
e O valor minimo de ag (veja capítulo 4 do volume 1 desta colação) é 
obtido quando k = 3. 
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c) Parak= 3 temos a, =3º-6(3)+1=-B eo polinômio fica: 


Pixj= x? 2x2 +4x—B 


Fazendo a pesquisa das raizes racionais, concluímos que 2 é raiz e, 
portanto, a maior raiz real possivel para Pí(x) é o numero 2. 


Exercicios Propostos 
18.7) Consideremos o polinômio Fix)= 6x? -4xº +2x+7. Mostre que ele é sem- 


pre crescente. 


18.8) Mostre que o polinômio Ptx)= =x) + x" +3x+4 é sempre decrescente. 
18.2) Considere novamente q polinômio do exercicio anterior. Mostre que P(x) tem 
apenas uma raiz real, que é positiva e irracional. 


18.10) Damos a seguir apenas o termo de mais alto grau e o termo independente 
de uma série de polinômios de coeficientes reais. 


a(o) = xP ++ 7 E(x) = Bx +... +7 
B(x) = 6xº) 4,.—7 Fix)=8x*]+...—? 
Ci) =-BxP+..a+s Bix)=-=Bx 4... +47 
Dix)=-6x*?+..-9 Hb) =-Bx* +... —7 


Analise cada sentença a seguir e diga se é verdadeira ou falsa. 
a) &ix) tem pelo menos uma raiz real positiva. 

U) A(x) tem pelo menos uma raiz real negativa, 

c) Biíx) tem pelo menos uma raiz real positiva. 

dj Bí(x)] tem pelo menos uma raiz real negativa. 

e) Cíx) tem pel menos uma raiz real positiva. 

f Cíx) tem pelo menos uma raiz real negativa. 

gq) Dixjtem pelo menos uma raiz real positiva. 

hi Dix) tem pelo menos uma raiz real negativa. 

à) Eix] tem pelo menos duas raizes reais. 


p Fix) tem pelo menos duas raizes reais, sendo uma positiva e outra 
negativa. 


k) G(x) tem pelo menos duas raizes reais, sendo uma positiva e outra 
negativa, 


À Hi(x)i tem pelo menos duas raizes reais, sendo uma positiva e outra 
negativa. 
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i8g.iijTemos, ao lado, o gráfico de Pix) 
um polnômio de coeficientes 
reais. 


a) Determine esse polinômio, 
supondo que ele seja dn 
terceiro grau. 


bj Determine esse polinômio, 
supondo que ele seja de 
grau 5, 


18.12] Temos, ao lado, o gráfico de um 
polinômio de grau 4 e coef- 
ciantes reais. Determine o poli 
nómio, 


OR a di] 


18.13) Consideremos o polinômia P(x) = 2x) + 3x] -12x+k,, onde k é real. 


a) Determine os valores de k para os quais o polinômio admite uma raiz 
dupla. 


bj Determine os valores de k para os quais o polinômio tem 3 raizes reais 
distintas. 


c) Determine os valores de k para os quais o polinômio admite uma raiz 
real e duas raizes imaginárias. 


13.3 — Teorema de Bolzanó 


Consideremos um polinômio P(x), de grau n > D e de cosficientes reais. 
Consideremos também dois números reais quaisquer a e b, que não sejam raizes 
de Pix) com a <b. O teorema de Bolzano (matemático tcheca, de origem italiana, 
1781-1848) afirma que: 


1.º] Se P(aje Píb) têm sinais contrários, hã um número Impar de raízes 
raisentrea e db 


2º)Se P(aje Pjb) têm o mesmo sinal, há um número par de raízes reais 
entea é b. 


Ao enunciarmos esse teorema, estamos considerando que o número O tamhem é 
par, 

A demonstração deste teorema sera feita no exercicio 18.17, agora daremos 
apenas algumas ilustrações gráficas. 
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Exemplos 


a) Na figura 81»15 temos P(a) e Píb) de sinais contrários e uma raiz real 
entre a e b (isto & um número impar de raizes reais entre a E b). 
Na figura 18.17 temos Pía) e P(b) de sinais contrários e três (número 
impar) raízes reaisente a e b. 


ea em em 


Fig. 18.16 Fig. 18.17 


b) Na figura 18.18 temos Pta) e Píb) de sinais contrários. O número r; é 
raiz de multiplicidade par. O número r> é raiz de multiplicidade 1 (raiz 
simples). Portanto, no total, temos um número impar de raizes reais 
enirea e b. 

Na figura 18.19 temos P(a] e Ptb) de sinais contrários. O número 1m é 
raiz de multiplicidade impar e o número ra é raiz de multiplicidade par. 
Portanto no total, temos um número impar de raizesentiea e b. 


dedica Sr ESSO 


; 


Fig. 18.18 Fig. 18.19 


c) Na figura 78.20, Pjaj e P(b) têm o mesmo sinal. Hã duas (número par 
raizes entre a e b. 
Na figura 18.21. Pta) e Pfb) têm o mesmo sinal, Não ha raizes reais 
entre a e b, isto É o número de raízes reais entre a e b é zero (número 
parl. 
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verem 


b 


Fig. 18.20 Fig. 18.21 


UW) Na figura 18.22, Pla) e Píb) 
têm o mesma sinal. O número [7 ” 
r, é raiz de multiplicidade par e á 
Os números r; € ry são raizes Fr 
simples. Portanto, no total, tos - ; 
temos um número par de Piaj ER / 
raizes reaisentrea e b "00 ad 


«dUQLHCLIA LEAD 


Fig. 18.22 


Exercicios Resolvidos 


18.14)Consideremos o polinômio Pix)j= x? —- 2x? + 4x —1. Quantas raizes reais ele 
poderia ter no intervalo ]-1,1[? 


Solução 
Jpe-D=0-0"-20-1)2 +4(-1)-1=-8 
[pm =1º-201)2+4(0-1=2 


Como P(-1) e P(1) têm sinais contrários, hã um número impar de raizes 
reais entre —1 e 1: pode ser uma ou três raizes reais. 


18.15)Mostre que o polinômio Pbj=x"+7x?+6x-20 admite pelo menos uma 
raiz positiva menor que 2, 


Solução 
P(0) =-20 
p(2)=2º + 7(2)º + 6(2)-20=28 


27f 


Como Pi0O) e P(2) têm sinais contrários, concluimas que hã um número 
impar (pelo menos uma) de raizes reais entre De 2, isto é, ha pelo menos 
uma raiz menor que Z e positiva, 


18.16) Determine os valores reais de k de modo que o polinômio P(x)= x 3x + 
+ 4x + (k + 7) admita um número par de raízes reais entre os números 1 e 2 
imas de modo que 1 e 2 não sejam raizes) 

Solução 
[PO =1-3 4 +(k+7)=k+9 
lP(zy=2º - 36027) + A(2)4k+7=k 411 
Para que haja um número par de raizes reais entre 1 e 2, devemos ler P(i) 


e P(2) com o mesmo sinal, isto é: 
PAP (Z) > O 


Assim, temos a inegquação: 
tk+9Mk+11)>0 


que, resolvida, nos da: 
k=<-11 ou k>-3 


18.1/)Demonstre o teorema de Balzano, 


Solução 
Sejam: 
Zw 22. Zp as raízes imaginárias de Pix) 
Kg Xo,.... Xy as raizes reais entea e b 
Fo... fh as raízes reais fora do intervalo [a, b] 
Temos: 
Pix)=açix-2z,)Xx=22)..(x—zohix-sx- x5)...tx—xç Hx rn). dx — 5) 


Ae) Bi(x) Cix) 


Como os cosficientes de Pfx) são reais, as raizes imaginárias (se existirem) 
virão aos pares e ao decompormos A(x), chieremos pares do tipo 


(x- z)(x-Z) Sendo z=a+Bie Z=c-Bi (com gem e Be R') temas: 
(x-zHx-2)=[x-(0+Bilbx—(a-Bi]=(x-0)?+p? 
Mas. para qualquer valor de x « RR, temos (x-qg)+p?>0 e, portante, 


f(x) > O para todo xe IR. 
fP(a)= a, A(a)Bta) Cta) 
(Pib) = açÃ(D) Bib) C(b) 


P(a)>=P(b) = aí xa(a)xA(b)-B(a)sB(b)>C(a)=01b) 
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Como as raizes mr To... estão fora do intervalo [a, b], o produto 
Cla) tb] será sempre positivo. Assim, temos: 
Pla) (b) = [aí xA(a)xA (b)Cfa)>C(b))->B(a)58(b) = D58(2)-8(b) 
nn ——— mas 
onde D > 0. Portanto, o sinal de Pta)-Ptb) depende da sinal de B(ay- B(b). 
Bta)-B(b)= (a -x,Jib-x,Jta -x,)Mb = x5)...(a =x ND - 5) 


= 


<Q <0 <O 


Cada um dos produtos (a-x,)(b-x,) é negativo. Dai concluimos que, 
19 se q é impar, Blap&(b) <0 e P(abPtb) <O. Isto significa que P(a) e P(b) 
têm sinais contrários. 


2) se q é par, B(apB(b) >» 0 e PlabP(b) > O. Isto quer dizer que P(a) e Pfb) 
têm o mesmo sinal, 


Exercicios Propostos 


18.18) Consideremos o polinômio P(x)= x) -3x2+5x-1. Quantas raizes reais ele 


poderia ter no intervalo ]1; d4[? 


18 19)Mostre que o polinômio Pixy)=x)+2x?-7x+3 adrite pelo menos uma 


raiz irracional no intervalo Jt; 3. 


18.20) Determine k «e Z de modo que o polinômio Ptx) = xº +x*? -Bx+k admita um 


número impar de raizes reais no intervalo Jt; 9f. 


Exercicios Suplementares 


11.4) 


M1.2) 


181.3) 


1.4) 


Resolva a equação 2x) + x? -4x2+6x+4=0, sabendo que duas de suas 


d , 1 
taizes sao 05 numeros -2 e E 


Resolva a equação 2x) + xº + 13xº + 8x) +8x?+16x-48=0, sabendo que 
2i & uma raiz dupla. 


Resolva a equação x! +3xº -6x-8=0, sabendo que suas raizes formam 
uma progressão aritmetica. 


Resolva as equações: 
a) xº+12x)+17x+15=0 
bj) 2x)-17x2+48x-20=0 
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HS; Resolva a equação xº+8x?+5x-50=0, sabendo que possui uma raiz 


1.6) 


11.7) 


11.8) 


<80 


dupla. 
“TTTTT— a 
Verifique se o número x = Y45+29/2 +45 -20/2 é inteiro. 


Verifique se o número 33 PE 33 | é racional ou irracional. 


Seja mr um número natural tal que n > 1. Consideremos também um número 
realk = 0 Dê o valor verdadeiro ou falso a cada sentença a seguir, as quais 
se referem às raizes n-ésimas do número k. 


a) Sen é impar, apenas uma das raizes é real. 

b) Sen é parek<0, nenhuma das raizes é real. 

Cc) Senéparek>0, ha duas raizes reais. 

d) Para todo n, desde que haja raízes imaginárias, eles formam pares de 
números conjugados. 


TESTES DE VERSTIBULARES 


Números Complexos 


1 


2) 


3) 


4) 


5) 


6) 


(MACKENZIE-SP) O valor da expressão y = i+iPrit sta. pr a, 
a)1 byi ej-i dy -1 ej1+i 


(PUC-RJ) Seja i o número complexo (0; 1). Então, a soma: 


ajeitar 


a) é um imaginário puro 

b) É um real positivo 

cjé realsee sóse ne impar 
d) é uma potência inteira dei 
&) é nula 


(MACKENZIE-SP) A igualdade (1+1)" = Ul-ij” verifica-se para todos 05 
números naturais divisiveis por: 


a) t bj 2 a dj 4 ejnra. 


tF.M. ABC-SP) Chama-se "rival" de um número complexo z=x+iy O 
número complexo Z talque Z+z= 2yi 


a) 8.1 

Fá 
b) z=x-iy 
CO Z=-z 


dj) Bmm=x"+y* 


e) Z2-Zx=2x 


(PUC-RJ) Considere 0s números complexos z=2-i e w= -— 
Então, Se w indica o complexo conjugado de eu: 

ajz=-w b)z = o)jz=-— g2=— 
Bjz=w 


(U.F.BA) O número complexo z que salisfaz a igualdade (2-i)xz + 7 + 
Si=B — 3 é 


a) : Db É =) i j 2 ej2 


201 


*) 


5) 


5 


10) 


11) 
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(U.CMG) O produto (x+yvi)(2+3i) é um número real, quando x e y são 
reais E: 

a) x— 3v= O 

bj) 2y— 3x =D 

Cc) Zx+ 2v = 0 

d) 2x + 3y=0 

e) 3x + 2y=0 


(EPUSPj O quociente do número complexo a + bx pelo número complexo 
não nulo c + td sera um número real se: 


E] 
po b)asb=c+d c) ace bd d) a+c+b+d=0 
ejtira 


(CESGRANRIO) Seja z = x + ty um número complexo não nulo, onde x E Yy 
+Iy 


são reais. Se a e b são números reais tais QUE: 
x 


podemos afirmar que: 
a) lal+ |b| «1 
bj a=-b 

cj a=b=1 

dj a + bl =1 
ejazrD e b>0 


(OSEC-SP) Determinando-se os valores reais de m e n de modo que se 
tenha: 24m — ni) + ifm + nij— i = 0, pode-se afirmar que a soma dem en é 


igual a: 

aj-1 bj O Ec] d) 2 eJ3 
(CESESP-SP) Assinale a alternativa que completa corretamente a sen- 
tença: à equação z“=Z onde 2=a + bi coma e b reais, definida em É, 
não admite soluções: 

a) reais 

b) da forma Er. com bx O 

Cc) daforma a+ bi coma =D e bzô 

d) em € 


ei interras 


12) 


13) 


14) 


15) 


(U.F. UBERLÂNDIA) Dados os números complexos: 
Z, = p(cos6+i sen 6) 
Zo = p(sen B+ricosB) 


então z, - iz, é igual a: 


a) [x] - 3125] 
b) 2p cos6 
Cc) pcosê 
d) |] + 2/75] 
e) lul + |z;l 


1 


(FATEC-SP) Sejam if=-1 e 2Z= Se A=(seZ||z|= 1), 


i+riseng 
então, À é igual é igual a; 
a) [km ke Z) b) [Ee z| 
kz 
c) [Ste 2] d) flZk+ Im ke Z) 


E FÊ a | ke z 
[53 5 


(MACKENZIE-SP) O número de soluções distintas do sistema: 


flzl = 2 
|z-i|=1 
ê: 
a) zero b)1 G) 2 dj3 e) maior que 3 


(CESGRANRIO) Seja z = x + iy um número complexo não nulo, onde x e y 


são reais. Se a e b são numeros reais lais que: e =a+ib podemos 
afirmar que: 

a) [al+|b|<1 b) a=-b 

c) a=b=1 d) a?+b*=1 


ej a>0 e b>0 
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1 : 
15) (MACKENZIE-SP) Se Z+ - =—1 então o valor de |2! É: 


DE b) O = d) 2 E. 
ng Z=1h 
17)  (MACKENZIE-SP) O número complexo z=a+bi é tal que a o 


Então: 
aja=-—b 
bjasb 
cjax=2b 
dja 
era=- Th 


|| 
Lg 
q 


18) tfF.F.CL-USPjSez e w são dois números complexos quaisquer tais que 


lzj=[w|=1 e 1+2wxz0 


então o número complexo is é: 
a) de valor absoluto 

bj imaginário puro 

c) não real 

d) real 

e) n.ra 


15) (ITA-SP) Suponhamos que z;=a+xi e z;=2a+y, a*0 x=0 são dois 
números complexos, tais que z,>z, = 2. Então lemos: 


a) m=2Z e |u|=|z|=2 

bh) 2-z, e |z,;l=|zo|=d2 
C) m=2Z2 € |zal=| 22 |= 42 

d) 2z+z; = 2a e af+yº=4 
e) nra 


20) (MACKENZIE-SP) O número complexo z=x+iy é tal que |2-3|=2. 
Então, necessariamente: 
a)jU<«xa«aZge])ã<ayagz 
bl) iegwxgibe-?Zsvys? 
c|—-olzxKxus2e-JLYysI 
dd) De x<]3e0<svaaãa 
Bj U<xsdãeynão tem restrição 


2B4 


21) 


22) 


23) 


24) 


25) 


([MACKENZIE-SP) Representando-se graficamente no plano de Argand- 


Gauss, Os números complexos z tais que zº =2i o número de pontos 
obtidos é; 


a) 1 b)z c)3 d) 4 e) não sei 


(CESGRANRIO) O conjunto dos pontos Z = x + ty do plano complexo que 
satisfazem |2-1//=2x e y22 é 

a) c conjunto vazio 

b) uma regiao não limitada do plano 

c)todosospontosx+yi e yZ?Zé: 

uma reta 

diferente dos quatro anteriores 


(MACKENZIE-SP) Os números complexos Z tais que iz-aj(z-a)=r", 
com a complexo e r real, representados no plano de Argand-Gauss, 
formam: 


aj uma reta 

b) uma parabola 

c) uma elipse com focos ema e à 

d) uma circunferência com centro em a e raio r 
E) uma hipérbole 


(MACKENZIE-SP) Seja != 2 + 3t um número complexo. Se 
AsjzeCilz-|lst e 
B=izeC||z=a+bie bs3) 


então no plano de Argand-Gauss, An B é: 
a) um conjunto vazio 

b) uma semicircunterência 

c) um semicireulo 

d) uma circunferência 

e) um circulo 


Cy dgs ; : 
(ITA-SP) Seja z um número complexo. Se 2Z+— é um número real, então 
z 


podemos afirmar: 

a) zz0 e Re(z])>0 

b) In:2)=0 ou |z/=1 

c) é necessariamente um número real 
d) 2º e -1 

e) nra. 
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26) 


27) 


28) 


28) 


O) 


1) 
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tITA-SP) O lugar geométrico no plano complexo, representado pela equa- 
ção: 
onde k é um número real positivo e | zg j>k e: 


aj uma hiperbole com centro Zg 

bj) uma elipse com um dós focos em Zn 
Cc) uma circunferência com centro em Zo 
d) uma parábola com vértice em z5 

e) nra 


(U.F. UBERLÂNDIA) Sejam O, Z, e Z, as representações gráficas dos 
complexos (0 + Dij, (2 + 3ij e [5 — à), respectivamente. A menor deter. 
minação positiva do ângulo Z, O Z; É: 

aj 135º bj 750º Cc) 165º d) 120º e) 175º 


(CESGRANRIO) O módulo do número complexo (1 + a á: 
a) 255 bj 100 c) 81 d) 64 2) 16 


(FATEC-SP) A representação gráfica do conjunto do z, ze €, taís que 


ss =2, no plano de Argand-Gauss é uma circunferência de raio — E 

centro em: 

E E o) gi: [-5 2) c) (0:5) a(0:-5) e) (0:0) 
3 3 Es Ee 


([CESESP-PE) Sendo z um número complexo, assinale a altemaliva que 
não está cometa, 
a) z+z é um número real 


Db) zxz & um número real 

e 

c) selz) = 1 então Z=— 
E 

d) z-z é sempre um número complexo não real 


e) Zz+Z & sempre um número real 


(CESGRANRIO) No plano complexo, o conjunto dos pontos 2 = x + iy tais 
que |z|<i eyz0e: 

a) uma circunferência 

bj) um circulo 

Cc] um quadrado centrado na ongem 

d) um semicírcula 

e) um segmento de reta 


32) 


33) 


34) 


35) 


(MACKENZIE-SP) A função f associa a cada complexo seu argumento. O 
valor de cotg[f (—1 — i)) é: 


a)-1 b)0 o) 1 d) 42 e) a 


(CESGRANRIO) Determinando seu argumento, pode-se concluir que o 
número complexo (1 + e 

a) tem parte real igual à parte imaginária 

b) tem parte real positiva e parte imaginária negativa 

c) é real positivo 

d) é real negativo 

e) é imaginário puro 


(F.M. ABC-SP) Os números complexos Z, e z, ambos diferentes de zero, 
têm os ângulos polares opostos e módulos inversos. 


a) |Zi+2Z9]=[,—r, 


b) 2,2,=1 
— 1 
d) 2=— 
) 22 Z 

1 

e) Z53=-— 

) Zo 7 


(F. FRANCISCANA-SP) O número complexo z = — 2 — 2i é escrito na forma 
trigonométrica como: 


a) Z= 8 cosE +isena] 
2 2) 
b) Z= J8 cos +isenE) 
4 4 


c) 2=242| cos visendE] 
4 4 


d) 2=2/cos% +isenk] 
4 4 


, 
e) z2=242| cosT +isend] 
o 3 3 
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35) (PUC-SP) Se b=2(cos30º+t-sen 30) e z=p (cos 8 + ixsen 8). 0s 
afixos correspondentesa b, b+z, b+2z+iz, b + iz são os vértices de um: 


a) lrapezio b) losango 
c) quadrado d) quadrilátero qualquer 
eJn.r.a. 


37) (CESCEM-SP) As funções hiperbólicas cosh z e sinh z são defimdas como: 


ese. e* - e? 
coshz=-—-———  sinhz= 
2 2 


onde z=x+iy e e? =e“Y =e"icos y+isin y). 
Nestas condições, podemos dizer que cosh Z é igual a: 
a)sinh xxsny + tcosh x xcos y 

b) sinhxxcosy + icoshx xsin y 

c) coshxxcosy + isinh xxsiny 

d) cosh x xsiny + isinh x xcos y 


e) cosh x xsinh x + i sinh x x0os y 


' x 
38) (F.C. CHAGAS-SP) Dado o número complexo z=cos c+isen, o valor 


de 2!º é 

RR 5] 2 ua 
pi Eae li 
e) -d2+i d)=1+i/2 
e) =d2 4142 


39) (FM SANTA CASA-SP) Se, x! =4/3+4i, x é dado por: 
a) 2c05(30º+kx50º) + Zi sen(30º+ kx50º) 
b) Ya [cos (50º+ k520º) + isen (50º +kx120º)] 


c) Y3 [cos (60º+kM20º) + isen(30º+ kx120º)] 


d) 2[ cos 


B) 2 


228 


40) 


41) 


42) 


ig 


44) 


(F. FRANCISCANA-SP) Dados dois números complexos z; e z2, repre- 
sentados geometricamente abaixo, e sabendo que 0<06, + e 0<0,< o 


então podemos afirmar que: 


a) RalZyjmz;))<0 e Inizyx2,)=0 
Db) Relzymz,)>0€ In(z,m2,)>0 
0) Ralz;)z,)=0 e In(Z2,x2,)<D 


d) Rolz;xza)<D é ImiZ,m22,)<0D 


e) na. 


(UFPR) Escrevendo-se E, =cosx + isenx, onde i é a unidade imagi- 
nária q? =-— 1). então E, + E, é igual a: 


aJE+E, BE+IE, €) Euy d) EZ, e) Ej+v 


(F.M.SANTOS-SP) As cinco raízes quintas de 2= 15-18V3i têm o mesmo 
módulo e seus argumentos formam uma PA cuja razão é: 


a) 60º b) 120º 2) 204º d) 218º ejnra. 


(F.C. CHAGAS-SP) O número complexo z tem modulo e argumento 


' 1 eo. 53 
respectivamente iguais a 2 e», Se cos6 E então Z 


a) tem sua imagem no eixo real 
db) tem módulo igual a 6 
c) tem módulo igual a 3433 


d) imaginário puro 
e) tem argumento igual a 120º 


(FM SANTA CASA-SP) Seja o número complexo z=(2-2)”, onde 
neN*. Se |7]=512 o número n é: 

a) primo 

b) quadrado perfeito 

e) divisivel por & 

d) múltiplo de 4 


e) divisível por 3 
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45) 


48) 


47) 


AB) 


48) 


EASLd 


IITA-SP) Seja Z um número complexo de módulo 1 e de argumento à. Sen 


é um número inteiro positivo, z” +— é iguala: 
z' 


aj cos in 8) 

bj 2 cos [mn B) 

c) sen fn 0) 

0d) 2sen(n 8) 

e) sen fn 6) + cos (nB) 

(F.M. SANTA CASA-SP) O menor valor de n inteiro & pasiliva para Q qual 
yº =(2+2V3i)" seja real positivo é tobs.i= 1): 

a) 3 bj) 12 c 6 dj 9 ejnra. 


- x ; 78880 RE 
(F.M SANTA CASA-SP) O número complexa z= Ya(cos + senão) Ê 
uma das raizes quartas do número complexo: 
Jp PE ds 
a) 1-1 bjs +i o =+-i d1-5i 


2a 
2 2 


e) +—i 
É E 


(FM. SANTA CASA-SP) Considere o produto (x-z)dx-2) ande 
z=a+fl, comu P pertencentes ao conjunto dos números reais c»8 * À. 
Então podemos afirmar que: 
[(x-2)xx-2)]", vxe R 
a) é negativo caso m seja impar 
bj é sempre um número par 
Cc) é positivo para qualquer m real 
dj vale 3 


2) não satisfaz a nenhuma das alternativas anteriores 


ITA-SP) Sejam a e k constantes reais, a > 0 e G<k< 1, De todos os 
numeros complexos z que satisfazem a relação |z-ail< ak, qual é o de 


menor argumento? 
a) z=akVi-k? +ia(1-k?) b) z=ky/1-k? via (i=k?) 


€) z=kJT=k? Ii d(i-k?) e) z=-kv9-K? ja (1-k2) 
e) z=a+ik 


50) (MACKENZIE-SP) O número de soluções da equação z*+|z| = 0, onde 
z=ricosb+isenda), é: 


ao bj 1 cz dj 3 
e) 4 


Polinômios 


51) (ESAN-SP) Sendo P(úx)=Qu)+x? +x+1 e sabendo que 2 é raiz de Pí(x) e 
que 1 é raiz de Q(x), então P(1) — Q(2) vale: 
ay0 b) 2 c) 3 d) 6 e) 10 


92) (MACKENZIE-SP) Púj=ax"+a, x +..+agx+ap é um polinômio: 
antln4+t..+ta,+a, é a soma dos cosficientes do polinômio P(x). A soma 
dos coeficientes do polinômio (4x) - 2x? -2x—- 9º é: 
aj O b) — 36 
E) dj =1 
e) impossivel de calcular no tempo disponível 


53)  (ITA-SP) O coeficiente da maior potência de um polinômio Pix) do 3º grau 
é 1. Sabendo-se que P(1) = P(2)=0 e P(3) = 30, então P(= +) vale: 


a) 48 b) 56 
c) 18 d) -2 
e) 58 


54) (CESPESP-PE Considere o polinômio: 
n , 
Pix)= 5 ax! 
=D 
Assinale a alternativa faisa: 


a) P(-1) = 0, se e somente se a soma dos coeficientes de ordem par for 
igual à soma dos coeficientes de ordem impar. 


b) P[1)=0, se e somente se a soma dos coeficientes de ordem par for igual 
ao simétrico da soma dos coeficientes de ordem impar. 


c) Pt-2)= 0, se e somente se a soma dos coeficientes de ordem par for o 
dobro da soma dos coeficientes de ordem impar. 


d) P(0)=0,se e somente seaç= O. 


e) P(1)=P[-1)=0, see somente se a soma dos cosficientes de ordem par 
for igual à soma dos coeficientes de ordem ímpar e igual a zero. 
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55) 


56) 


97) 


58) 
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(CESGRANRIO) O polinômio Pix) = agx) + ax? +agx+a, se anula para 4 
valores distintos de x. Podemos concluir que: 


a) açta,ta,tagmi 

b) aça,aça, = 4 

Cc) aAç<a,<a;<as 

d) aç>a,ç>a,>a3 

e) ag=a,=a,=a,=D 

(MACKENZIE-SP) Os valores dem, n e £ para os quais 
p(x)= tem x) -(5n-2)x2 +(3-20) 


é um polinômio nulo são, respectivamente: 


a) —,- 


b) 


o —1,-31 
d) -2,-5,2 
e 0,0,0 


(PUC-SP) Os valores de m, n e p de modo que sejam idênticos os 
polinômios 
Po) = (men+pháé- tprmpe + mx +(n-pJx + n 
É 
Piftx)= 2mx) + (2p+7)y? + Smx + 2m 


são, respectivamente: 


Sitãss b)2,3,1 
Ei=1120 d)2,1,-3 
e) 1,-3,2 


(UFRS)Se rix)= 2 >»p(x) + b>g(x), com r(x)= 4x? +kx-8, plxj= 2x? -3x-2, 
qu=X-5x+1aceR beRekeR enãoa + b+ké 
ajo bj) 1 c)2 0)3 8) 4 


59) 


60) 


61) 


62) 


F, 3 
aan b“x 
(OSEC-SP) Escolha o termo que se deve acrescentar ao binômio a + E 
de maneira a obter trinômio que seja quadrado perfeito, entre as alternalivas 
abaixo: 


bê b$ 
a — hj SEs 
) 3 ) 9 
p* bs 
Es ) s=- 
c) r ) 
pb) 
e es 
6 


(ITA-SP) Considere o conjunto C dos polinômios Pbo de grau 3, tais que 
P(x) = P(- x) para todo x real. Temos, então, que: 


a) C tem apenas dois elementos 
b) Cé o conjunto de todos os polinômios da forma Pix) = agx?+bx. 


c) C tem apenas um elemento. 
d) € tem uma infinidade de elementos, 
e) nr.a. 


(EPUSP) Seja an O coeficiente de x” num polinômio de coeficientes 
complexos de grau 30. Sendo a,=-1 e a, =i+iaç(nz0), então az é 
igual a: 


a) ci b) 1-i 
co i d) 2i 
e) hnra. 


(ITA-SP) Os coeficientes à, B Ce D do polinômio Plg)= ax) + Bx?+ 
+ Cx+D devem satisfazer cerlas relações para que P(x) seja um cubo 
perfeito. Assinale a opção correta para que isto se verifique: 


p 
38 
2 
j ted B 


== q [ja 
3A? 27A? 
0) BC=3A e CD2=BZA? 


Bº Bº 
d) C=— = 
3a * 27º 
e) nra. 
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63) 


B4) 


55) 


55) 
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PUC-SP) Se = SS ds Eca então os valores de À Be 
x) -5xº+68x x x-2 x-3 

C são. respectivamente: 

111 
a) =,=,— 

235 
bj pau 

B2 3 
Cc) RL PR: 

235 
d) 512 

8 23 
ER 

352 

= [e] 
(ESE ca DEE q ano: 
x2-6x+5 x-5 x-1 

ajB-A-6 b)B=2A qA-5 gA+B=2 

8 

ELE 
e) E 


(CEUB-DF) A condição para que o polinômio f = (ax +b) +(tex+d)?, onde 
ab e c são reais e não nulos seja um quadrado perfeito é: 

a) ad=tbe 

b) cd=ab 

ci abc=d 

dj) ad=b'c+a 


UITA-SP) Dizemos que os polinômios p;(x), pr(x) e psíx) são linearmente 
independentes (L |.) se a relação aq>»pi(x) + aspa(x) + aspa(x) = O implica 
a,j=a;=a;=0 onde a,, a>, à são números reais. Caso contrário, dizemos 
que Pp,tx), poíx) e ps(x) são linearmente dependentes (L.D.). Os 
polinômios p,(x) = És 2uag, Polx)= w$+1 e Pa(x) = x? +2x+2 são: 

a) Li. 

bj) nem Lil. nem L.D. 

c) Ll.se py(x), pz(x) e paço tiverem as raizes reais. 

dy LD. 


e) nr.a, 


67) 


E) 


69) 


70) 


(MACKENZIE-SP) O valor de 
1 1 1 1 1 . 
— += po p= +. p= +, 8 
8 3 Ex 750 (2n—1)(2n+1) 


A =| 


us « 
(2n=1)(20+1) 2n-1 2041 


Sugestão determine duas constantes À e B tais que 
1 
a) 1 b)- 1 5 d) 2 e) não sei 


(CESCEA-SP) Determine a e b de modo que a expressão: 


3x2 +5x-8 
ax? —10x+b 
não dependa de x. Então a + b é igual a: 
a)- 10 b) 1D c) 8 d) não sei 


(CESCEM-SP) Seja r(x) uma função racional. Ela pode ser representada de 


Ee Red o 
forma única como o quociente de dois polinômios primos entre si, Ee 


onde gix) tem o coeficiente do termo de maior grau, unitário. Nestas 
condições, definimos ordem k de r(x) como: 


e [2 x grau tatx)) se grau (ptx)) = grau (q(x)) 
lz x graude(p(x))-1 se grau (p(x)) > grau (a(x)) 


ê — 
Assim, dado o polinômio (x = Std S a ordem de r(x) é. 
a) 1 b)2 c3 q) 4 e)5 


(CESCEM-SP) P,[x) é um polinômio de grau n tal que: 


PQ] =O,istoé, Pix)=açx" +axT+..(ação) 


x" 5>B, É | xz0 
e Palx)= 4x) 
me x=0 
Então Palx) e: 
a) um polinômio de grau n 
bj uma função racional não inteira 
c) uma função irracional 
d) uma função transcendente 
ejnra. 
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71) 


72) 


73) 


7a) 


75) 


76) 


256 


(MACKENZIE-SP) O polinômio P(x)=(m- 4) +(m* -16p0 +(m+ dp+á 
é de grau 2: 

ajse e somentesem=doum=-4 

bj) se e somente sem & À 

c) se e somente sem =— 4 

djsee somentesem:dema-ds 

e) para nenhuma valor de m. 


(U.F.AL) O grau des polinômios fe g são, respectivamente, 283,0 grau da 
polinômio h=Tº - 4g É 

aJ4 hj3 Cc 2 dj 1 

ej0 


(FUVEST-SP) O grau dos polinômios f, ge h é 3. O número natural n pode 
sero grau do polinômio não nulo fyg + h) se e somente se; 

ajn=6. bjn=9 c)0<n<6 dj3<n<9 
ejIzn=b 


(MACKENZIE-SP) Dados três polinômios de graus 3, 5 e 5. respecli- 

vamente: 

a) pode-se somar esses polinômios e o grau da soma é necessariamente 5 

b) pode-se somar esses polinômios e o grau da soma pode ser menor que 
5 

c) nãe se pode somar esses polinômios, porque seus graus são diferentes 

d) não se pode mukiplicar esses polinômios, porque seus graus são 
diferentes 

e) o produto desses polinômios tem grau 75. 


(CESESP-PE) Sejam f e g dois polinâmios não nulas de coeficientes reais. 
Assinale a alternativa correta. 


a) grau (bg) = grau (f>grau (9) b) grau (f) 2 grau (fg) 
c) grau (fg) = grau (f) + grau (9) d) grau (f+9) = grau (f) + grau (9) 
e) grau (f+g) = max.igrau (f). grau (9)) 


(FM. SANTA CASA-SP) Indica-se o grau do polinômio f por df. Sejam 
fe g dois polinômios tais que df=2n e dg==n-tondeneN en>1. 


Se na divisão de f por q obtém-se quociente q e resto r, r* 0, podemos 
afirmar que: 


ajdg=or=n-—1 b)dg=ar=n+1 
cldg=n-1 ed=n-2 ddgen-ledren-1 
ejdg=n+1 evgra«an-1 


77) (CESCEM-SP) Dividindo (x? -4x?+7x-3) por um certo polinômio p(x) 
obtemos quociente (x — 1) e resto (2x — 1). O polinômio píx] é igual a' 


a) 2x2-3x+2 
b) xº-3x+2 


2 ga 


c) x 
d) 2x]-3x+1 
E) n.r.a. 

18) (ENG S. CARLOS-USP) Seia O o quociente e R o resto da divisão de um 
polinômio A por um polinômio B, Então, quando À é dividido por 28: 


a) o quociente é 20 e 0 resto ?R 


| .Q R 
b) o quociente é 2 poOresto 2 


.Q : 
c) o quociente é 3 eorestoéR 
d) o quociente é 2Q e o resto R 


R 
e) o quociente é 2Q e o resto z 


79) (U.F.PR) Determine m e n de modo que o resto da divisão do polinômio 
yº-my*+n por y)+3yº seja 5. 
aim=Gen=-5 
bbm=5 en=5 
cjm=-4en=-5 
dm=4 e n=5 
ejm=-9e n=-5 


80) (MACKENZIE-SP) Se A(x)=3(x- 2x? -1)-(2x- 4x? 43) 
B(x])=-2x-6+(3-x)(x-4) 


então, para todo x do domínio de F tem-se: 


a) Fig) =x+3 b)F(xg=-x-3 
JFg=-x+3 DFo)=x—3 
Bjnra. 


eu? 


81) 


82) 


83) 


84) 


85) 


86) 
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(PUC-SP) Para que valores de m o resto da divisão de P,0O = 43 -3xº + 


+mx+1 por Ps(x)= 2x? —-x+1 é independente de x? 


2 3 ls 
SE mao mas dm=> 


ejnra. 


(U.F.GO0) Se o polinômio x)+kx?-2x+3 é divisivel pelo polinômio 
2 


xº-x+1 então o quociente é: 
ajx—3 b)jx+3 c)x-—1 djx+1 
Bjx+2 


(CESGRANRIO) O polinômio x) +px+q é divisivel por xº+2x+5. Os 
valores de p e q são. respectivamente: 


aj2e5 bj5ez2Z qies dj1e-10 
e)3e 6 


(FM. SANTA CASA-SP) O polinômio P,(x)=xº+px+q é divisivel por 
Pobj=x]+mx-1 se (Obs:m.p e q são reais.) 
ajp=-q/-1em=q 

bm -1=Pp em-q=0 

cjot+tp=1 em=0 

d)jm=-—q9 é» p=1+q 

e) n.r.a. 

(U.F.5C) À divisão de (x* -Bx-1) por (mx? +nx+p) apresenta coma quo- 


ciente [x-3) e como resto (x+5). Os valores de m, n e p são, 
respectivamente: 


a)(3,2:1) Bj (27173) ci: S: 2) d) (2: 3; 1) eJ(t; 2:3) 


(F.M. SANTA CASA-SP) Um polinômio Pí(x) dividido por x — Z dã resto 3 € 
dividido por x? — 2 dá resto 3x — 1. O resto da divisão de P(x) por (x - 2) 
(x —- 2) é: 


aj-x" +3%x+1 bj9x— 3 cjx* -3x-1 dj4x'+2x-3 ejn.ra. 


B7) 


88) 


89) 


B0) 


91) 


92) 


83) 


(PUC-SP) O resto da divisão do polinômio Phd=2x*-3x+1 por 
g(x)=2x-1 é: 

4 4 à 
a) 5 B) "g c) 


3 2 
= di E 
ê -g eg 


(FG V.-SP| O resto da divisão do polinômio: 


0x pag ag - x* ax y+] 
pelo binômio x + 1 é: 
30 by 1 3-1 dj3 ej2 


(CESGRANRIO) O resta da divisão do polinômio x? por x + 1 & 
ajx—1 bi x c)-1 do et 


(CESCEA-SP) Se n > 1 é um número natyra!, então o polinômio 
Po) = 5X 4014 etal que: 

a) Píxjé divislvel porx—n 

bj) Píxj é divisivel por x + 1 

c) Pix) é divisivel porx — 1 

d) Pty) é divisível por xº — 1 

e) Píx) & divisivel por x + 2 


(CESESP-PE) Seja p(x) o polinômia definido por: 


100 
plo) = > ix 
i=1 
Assinale a alternativa que corresponde ao resto da divisão de pfx) por x — 1. 
a) É byi! c)0 dj 1 e) 5.050 


(UNIFOR-CE) Sabendo que x“ +ma“xº -5a!x+ a“ é divisivel por x — a, 
a<0 então m vale; 
aJi bj3 c)5 dy? 


(CESCEA-SP) Os coeficientes a, a,.... à, do polinômio: 


Pixj=ag+rax+..taçx 


1 
tarmam, nesta ardem, uma PG de razão rh Então, o resto da divisão de 
Pix) porx + Zé: 
8) 0 se n & impar bj 0 sen é par 
ciôseaç=1 d) não sei 
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94) (MACKENZIE-SP) O resto da divisão de p(x)= x +1 (n, número naturat 
não nuloj par qixi=x+ 1 e: 
a) semple O 
bj) sempre 2 
c) 0 se e somente se n for impar 
d) 2 se e somente se n for par 
ejnra, 


95) (MACKENZIE-SP) O resto da divisão de p(x)= 4x) +2xº -mx+5 porx+2 
& 1. Então, m e igual aí 
a) 22 
b) — 20 
e) 20 
dj 10 
e) — 10 


SB) (FACESP) Dados os polinômios f= xº+(p-qix+2p E g=x"-(p+ q) com 
pe q reais, para que ambos os polinômios sejam divisiveis por 3 — X 
devemos ter: 


ajp=q=0 
b)p=q=5 
c)p=>3.q=0 
djp=0D. q=3 
Ejnra. 


97)  (MACKENZIE-SP) O resto da divisão por x- Bb do polinômio: 


1 ” x* x> x* 

1 a a? a? aí 
Pix)=/1 b b? pá p*| é 

1 e cº cê ç! 

1 d de q? dº 


ajix-a) (x-b)(x-c)(x-d)se abced 0 

bj em geral, um polinômio não nulo de grau 3 

e) o polinômio nulo, se e somente sea=b=c=d 
d) sempre o polirômio nulo 

ej não sei 
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98) 


99) 


100) 


101) 


[FATEC-SP) Seja R[x] o conjunto dos polinômios com coeficientes reais, 
pe Rx), p=ax?-3x+b. Se os coeficientes a, — 3, b, nessa ordem, formam 
uma progressão aritmética, então o resta da divisão de p por x + 1, em R[x), 
é: 

aj-3  b)-5 c)D d-1 e) 1 


(CESCEM-SP) Se Ptx) é um polinômio divisível por x — a e por X — b. 
podemos concluir que (x— a) (x— b) divide P(x). 

a) sempre 

b) desde que P'(aj= P'(b)=D 

c) desde que P(a + b) = Ptab)= O 

d) desde que a =b 

e) nra 


[U.F.CE) Sejam a, b e c números reais distintos. não nulos, tais que O 
polinômio p(x)=x2+x+c é dividido exatamente por x — à e por x = b. 
Então a + b é igual a; 

a) — À 

b) 2 

co -2 

d) 1 


(UFBA) Na divisão de um polinômio pelo binômio ax + b. usou-se O 
dispositivo prático de Bnet-Ruffini e encontrou-sE 
i p -3 4 —5 
-2 g —S 5 r 7 


Os valores de a, b. p, q e rsão, respectivamente: 
aj1,-2,1,-6,6 

b)1,-2,1,1,4 

EE sap 

0)1,2,1,-4.4 

e)1,2,-2,1,-6 


102) (CESCEA-SP) O quadro 


-1626 + 
1,6513568 


== = 


-0,012432 


1,a2 1,2224 
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103) 


104) 


105) 


106) 
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É o dispositivo prático de Briot-Ruffini, da divisão de determinado polinômio 
P(x) por determinado binómio linear D(x). Então, o valor de Pfx) + DE9 no 
ponto x= 16: 


a) -—1.456 b) -0.226 1 d)-0,332432 e) 0.854 


(MACKENZIE-SP) Na divisão do polinômio 5xº +ax?.bx?13x+1 por 
x — 2. encontrou-se o quociente 5x“ + ex) + dx + ex+115. O resto é 

a) — 229 

b) 229 

Cc) — 231 

d) 231 


e) impossivel de determinar sem conhecera, Db, cd,e 


[CONSART-RJ) O polinômio Ptx) que satisfaz a igualdade 
(3x+2)Pp)= 3x) + x" -6x-2+P(x) 


ê: 

a = Due 
hn) x?-2 

co) xº+3 

d) xº-6x-2 


e) = AX +x+1) 


ITA-SP) Os valores reais a e b tais que es pelinâmios 
xº-2ax? +(3a+b)x-3b e x -(a+2b)x+2a sejam divisiveis por x + 1, 
são: 

a) dois números inteiros posilivos 

b) dois números inteiros negativos 

Cc) números inteiros, sendo que um é positivo e o outro negativo 

d) dois numeros reais, sendo um racional e à outro irracional 

ejn.r.a, 


(FM. SANTA CASA-SP) Q polinômio =x? + ax? +[a-18)x+1 é divisivel 


por x— 1. O polinômio g=ax?+bx? +bx+a é um cubo perfeito se b for 
igual: 


a) 24 b) 18 c) 12 d) 8 e) 5 


107) (PUC-SP) A divisão do polinômio P(x) por x-a fornece o quociente 
qby=x)4x24x+1 e 0 resto P(a)= 1. Sabendo que P(0) = -15, 0 valor de 
aé: 

a) 13 
b) 13 
e) 1d 
d) —16 
e) 16 


108) (CESCEA-SP) As raizes do polinômio Pbj= 2º +mxº +nx+p são 1,2€e3 
O quociente de P(x) por x — 3 é; 


a) xº+2 

b) xº-3x+2 
0) xº+3x—2 
0) x2-2x41 


e) x-2 


108) (U.F.GO) Observação: um polinômio é chamado moônico quando o coefi- 
ciente do termo de maior grau é 1. 
Seja P(x) um polinômio mônico de grau 2, divisivel por x - 1 e assumindo 
valor 2 em x = 3. Seja Q(x) um polinômio mônico de grau 3, divisivel por x — 
1, divisivel por x - 2 e assumindo valor 8 em x = 3. O quociente de P(x) por 
Qfx) é: 
Í 1 1 2 


2 
dao Bo x fra “ox-3 


110) (FACESP) Para que o polinômio x]+2xº +(a+5b)x+(a-2b) seja divisivel 
por yº— x, os valores de a e b devem ser, respeclivamente: 
aj-2e'1 bjiez c2e-1 dj-1e-2 
ejnra,. 

111) (FUMEC-MG) Para que o polinômio 2xº -xº +mx? -nx+2 seja divisivel 
por x*-x-2, devemos ter. 
am=1en=-6 blm=-6Ben=-1 
cim=8en=1 dim=-6en=1 


ejm=Ben=—1 
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112) 


113) 


114) 


15) 


116) 


04 


(F.G.V.-SP) Determinando-se m e n de forma que x) -xº 22x? :mx+n 
seja divigsivel por xº -5x — 6, o quociente dessa divisão será: 

a) x2º. 4x+4 

Bj w=a 

c) x2 + 4x-10 

dj Xó=Bx+4 

e) (x I)(x+ 4d) 


(MACKENZIE-SPyYO polinômio Pix)= (cos 9+x sen8)”-cosng-x sen nê, 


ne N*, é divisivel por Pjtxj= x) 47; 
T 

a) somente se D<b< > 

b) somente se 5<0s x 


c] somente se 8% Lg pa 
a 3 


qd) somente se nb a ka 


e) sempre 


(MACKENZIE-SP) Um polinômio desconhecido, ao ser dividido por x — 1, 
deixa resto 2 e, ao ser dividido por x — 2, deixa resto 1. Então, o resto da 
divisão desse polinômio por (x— 1) (x— 2) é: 

ajx-3 b)-x+3 c)x+3 d)jx—s 

ej-x+r 5 


(CESCEA-SP) O quociente de x! na polinômio P(x) do terceiro grau que se 
anula para x = -1 e tal que dividido separadamente porx— 1,x+2 e x+3 
deixa resto 10, é: 


aj5 b) 10 c) 1 g> e) não sei 


(PUC-SP) Os restos das divisões de um polinômio Ptx) pelos binôrnios 
+ 1) (x- 1)e (x— 2) são, respectivamente, 5, — 1, 1. Então, o resto da 
divisão de Pod por (x + 1) (x— 1)jx— 2) a: 

a) x2+3x—1 b) x)+3x+2 c) x2-3x+2 

d) x -3x+1 e) xº+3x+3 


117) (ITA-SP) Suponhamos que os polinômios P(x). Q(x). p(x) e q(x) satisfazem 
as seguintes condições: 


Pix)p(x) + Otxpa(x)= 1 para todo x complexo 
Piq(i)=0 0(0)-=0 

Assinale a afirmação correta: 

a) P(x) é divisivel por S(X) = x 

b) Pix) e Qíx) não são primos entre si 

o Olpti)=o 

d) p(x) não é divisível por R(x) = x —1 

e) p(0)=0 


118) (ITA-SP) Seja Pb)=açrapnragx? ragxi+..+asgox!0 onde amo =" 
um polinômio divisivel por (x + 3)'?, Nestas condições, temos: 


a) a, = 5009508 


100! 
b do E — 
da 2198! 
dera! 
? 2198 
10019? 
ate 0019 
2198! 
e) n.ra, 


119) (UnB-DF) P,(x) e P,(x) são polinômios do 2º grau que se anulam quando 
x=0 O resto divisão de P,(x) por (x- 1) (x +2) & 3x + 1. O resto da divt- 
são de Pstx) por (x + 1) (x+2) é 2x- 1. Então, o quociente da divisão de 
Pix) por P(x) é: 

a) 1 
b) O 
E) x+1 
) na. 


120) (PUC-SP) Os valores de a e b de modo que o polinômio Ppy=xº+ax+b 
seja divisível pelo polinômio P,(x)= (x-1)? são: 
aa=2eb=-3 bja=3eb=-2 a=ileb=s3 
da=3eb=-1 eja--dSeb=2 
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121) 


122) 


128) 


124) 
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(U.F RS) O máximo divisor comum entre os polinômios p(x)=x)+2xº- 

x-2 e qíxi= x 3x4 é: 

a) (x + 2) (x — 2) 

byix+ 1 ix— 1) 

c)ix— 1) (x — 2) 

d) (x + 1) (x— 2) 

e) (x— 1) (x+ 2) 

(F.G.V-5P) O máximo divisor comum entre os polinômios 
Aix)j= 2x2 +5x-3 
Bix)= x? + 9x) +27x+27 
CbJ=2x)-xº -18x+9 


Ê: 

a) 1 
bj) x— 3 
Cc x+8 


d) (x+ 3) (xo NOÉ -3x+ 9) tx— 3) 
e) (x+ 3) (2x — 1) 


x). 
CESCEM-SP) Se pix)=2x!+xº Bx e qix)=x?-4, então po É 
Pp q (x) 
q 
a) 2x + 1 
b) 2x + 5 
4 
c) 2x + 1+ 
x*-—4 
dd) 2x+1- 7— 
x" — 4 
e) 2x +1+ 
q" «A 


(CESCEM-SP) Um polinômio de coeficientes inteiros na variável x tem grau 
par, seu termo independente é impar e o coeficiente do termo de maior grau 
É iguala 1. Assinale a resposta falsa: 


a) o valor do polinômio para x = O é um número impar 

Db) o zero não é raiz desse polinômio 

Cc) o polinômio derivado tem grau impar 

d) 0 coeficiente do termo de maior grau do polinômio derivado é um número 
impar 

£) nenhum número par pode ser raiz desse polinômio 


125) (CESGRANRIO) O polinômio xº+2x?+mxan é divisível por x] +x+1. 
O valor dem + 1 é: 


aj-3 bj—1 c)1 0) 2 2) 3 


126) (EPUSP) Sejam u e v dois números complexos tais que vu? -v?=E & 
u+v=1-i (u e Y conjugados deu ev). Entãou-v é iguala: 
aj1l-i b)1+i 03-39 dJ3+3i ejnra. 


127) (UF, UBERLÂNDIA-MG) O polinômio p(o)=x)-3xº 8x] -9x+3 é divi- 
sivel por? 


ajx-2 b)x+1 Cx djx+2 e)x— 1 

128) (FACESP) Se A(x- 1) + (Bx+C)(x+ 1)= 3x(x+ 3) & Uma identidade, então 
ovalorde ArB+Ca: 
aj 3 bj) 12 c)3 dj ejnra. 


129) (CIÇE-RJ) Seja z = x + iy, Weya0(f=-1,xe y reais), 2-- é real se 
e somente se: 
a) x +y2-1=0 
b) x24+y241=0 
o) y=00 x2+y?=1 
d) x=0elz]=1 
e) y=Delz=1 


E onde ae b 


a 
130) (F.C. CHAGAS-SP) O módulo do número complexo 2=—— 
são números reais é: 
a) O 
b) 1 


o) 42 
o) val+b? 


e) a+b 
a2+bé 
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Equações Algébricas 


131) 


132) 


133) 


134) 


SOB 


(PUC-RJ) Sobre as raizes x*-x? +3x-3=0 podemos afirmar: 
a) nenhuma raiz é real 

bj ha uma raiz real e duas imaginárias conjugadas 

c) há irês raizes reais cuja soma é 3 

d) há três raizes reais cuja soma é 1 

&) há três raizes reais cuja soma & -3 


(FGV-SP) Sabendo que P(x)= =xº +10 - 38x? + 52x-24 tem uma raiz 
dupla x = 2, o domínio de definição da função fix) = log[P(x)] é: 

a) (xe iilx=2ex<3) 

bj) (xe k|2<x<3) 

c) (xe B|lex< 6) 

d) (xe mn|x<—1ou x>7) 


e (xe Rjtcx<2 ou Z<x«<tB) 


(MACKENZIE-SP) Sabe-se que o número complexo | é a solução da 
equação xº- 3x? -4=0. Então: 

a) essa equação tem uma solução de multiplicidade 2 

6) as soluções dessa equação foram uma progressão 

E) a equação tem 2 soluções reais irracionais 

d) a equação tem 2 soluções reais racionais 

e) à equação não tem soluções reais 


(U.F.RS) O maior numero real, cuja soma com a próprio quadrado é igual ao 
seu cubo, é: 


a) O 
b) —- Va 
a 
145 
Cc) 
es 
o 1445 
Pa 
3145 
e) — 
) 2 


135) 


(U.F RS) Se P(x)= x) -3x2+2x, o conjunto (xe ElPix)> 0) e: 

a) (0,1) 

Db) (1,2) 

Co) (= Dull? + em) 

d) (O Du(Z;+ co) 
) 


e) (= 0)urtt, 2) 


136] (CESGRANRIO] Uma das raizes do polinômio x] 44x) +x-6 é 1, Com 


relação as autras raizes do polinômio, podernos afirmar que: 
a) ambas são negativas 

b) uma é negativa e a outra positiva 

Cc) ambas são positivas 

d) uma delas é nula 

e) são complexas com a mesma parte real 


137) (PUC-SP) O produto das raizes da equação x(x+1)(x+2).(x+9)=0 é: 


a) 9 
b) 9! 
c) —3 
q) 45 
e) 0 


138) (FATEC-SFP) O número 2 é uma das raizes da polinômio P(x)= x) -8xº + 


138) 


+ 3x+m, onde me R. Quanto às raizes reais de P(x) podemos afirmar que: 


a) sua soma & — 4 

bjo quadrado da sua soma é 30 

cj) a soma de seus quadrados é 36 

d) formam uma progreessão geométrica 
e) formam uma progressão aritmélica 


(CESGRANRID) Dada a equação xº-13xº+36=0. tem-se que: 
a) admite 4 raizes reais irracionais 

Db) asmite À raizes reals 

c) não admite raizes reais 

d) admite 4 ralzes reais inteiras 

e) as 4 alternativas anteriores são falsas 
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140) 


141) 


142) 


143) 


144) 
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" A B 
(inespjsa SE = + -. 
x*-6x?4+Bx x-a x-b x-c 


onde À E e € são reais 


ea, bec são raizes da equação xº-5xº + 6x =D, então: 


a) A=-2,B=-1e C=0 
b) A=2.B=d4 e C=1 

q A=1,B=-3Se C=2 
dj) A=5 B=2e C=1 

e) nra. 


(EPUSP) O polinômio 


180 T2% 


+(sen fº+cos 1º (sen 2º + cas 2" xt 4 
Rr 


x “ +(senf?+cos1º)x 


+ (sen º+caos 1º sen 2º+ cos 2" (sen 3º + cos 3º)x 


a) tem o produto das raizes igual a 1 

b) admite zero como raiz simples 

E) admite zero como raiz de multiplicidade 46 
d) não admite raizes reais 

ejnr.a. 


(CESCEM-SP) Os valores de m e n à fim de que a equação 


x -BxP + dx? Id 4 2x? + (m- Snipe? + Em-n+2)x+(5-mia)= 0 admi- 


ta duas, e apenas duas raizes nulas, são, respectivamente: 


4 5 5 
-e-5 E = Ena E qui 
5 b)-5e 3 Je dj-5 e -1 3 


(CESCEA-SP Sabendo-se que um polinômio P(x) do 4º grau é divisivel por 
(x-27 equeP(0)=-8 e P(1)=-3,0valorde P(3)é: 
a) 10 bj-8 e) 6 d) 7 e)3 

3 n+2 


(EPUSP) Qual é o coeficiente de x"** no polinômio x""2tax“2 +... cujos 
zeros são O com multiplicidade 3, 2 com multiplicidade nº? 


a) O 

b) 2n 

Cc) Zn(n + 1) 
d) Znin— 1) 
ejn.ra. 


145) (ITA-SP) A equação x" -1=0, onde n é um número natural maior que 5, 
tem: 


a) 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e fn — 2) raízes imaginárias quando n é 
par 


b) 1 raiz positiva, (n — 1) raizes não reais quando n é par 

C) 1 raiz negativa, (n — 1) raizes imaginárias quando n é impar 

d) 1 raiz positiva, 1 raiz negativa e (n — 2) raizes imaginárias quando n é um 
número natural Qualquer 

e) n.r.a. 


145) (MACKENZIE-SP) Dado o polinômio Px) =x"-14 ne Nº cujas raízes são 
tab c..tentão(l-ajti-b)..(1-—t) vale: 
a) n, somente se o grau do polinômio for par 
b) n, somente se o grau do polinômio for impar 
e) 2n, somente se o grau do polinômio for impar 
0) 3r, somente se o grau do polinômio for ímpar 
e) n, qualquer que seja o grau do polinômio 


147) (PUC-SP) Sobre um polinômio na indeterminada x de coeficientes inteiros e 
de grau no máximo n que se anula para n + 1 valores distintos de x, 
pode-se afirmar: 

a) é constante 

b) é de grau impar 

c) é de grau par 

d) é identicamente nulo 
ejnra. 


148) (ITA-SP) Seja z, um número complexo, solução da equação 
[2+1º 427º =0, k=0, 4 23, 4. Podemos afirmar que: 
a) todos os zu (parak= 0, 1, 2, 3, 4) estão sobre uma circunferência 
b) todos os 2, estão sobre uma reta paralela ao eixo real 
C) todos os z; estão sobre uma reta paralela ao eixo imaginário 
d) a equação não admire solução 
ejnr.a. 


149) (FATEC-SP) O polinômio xº + 8x? +12x+8: 
a) tem uma raiz real com multiplicidade 3 
b) tem três raizes reais distintas entre si 
c) tem duas raizes complexas e não reais 
d) term exatamente uma raiz complexa e não real 
&) não tem raizes reais 
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1505 


151) 


152) 


153) 


154) 
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([MOJI-SP) A equação x! +pxº+3x?+qx-4=D admite a raiz 2 com 
multiplicidade superior a 1. Então; 

ajp=4 e qcdá 

bjp=-4 e g=-=4 

cjp=-deg=d4 

djp=-2 e 9q=-2? 

ejp=2e q=-? 


(F.F.CL-USP) Para que a equação xº-(4+mjxº +(4+4m)x-4m=0, 
onde me R , tenha uma raiz dupla igual a 2, devemos ter: 


ame? 
b)m=2 
cm>0 
djm<a 
ejn.ra. 


(FMSANTA CASA-SP) Os valores de pe q para os quais a equação 


x* 


= 2x" +pr+q=0 admite uma raiz de multiplicidade 3 são, respecti- 
vamente: 


4 a) 1 
3ed4 — e-8 4ge-— -— e 4 a: 
aj3 e b) 3 e ciá a 3 d) 3 e ejn.ra 


(MACKENZIE-SP) Os números complexos 1 +1,1+ i e 2-isão raizes do 
polinômio P de coeficientes reais. Podemos afirmar que o grau de Pe, 
necessariamente: 


a) par 

bj impar 

c) maior ou igual a seis 
d) maior ou igual a quatro 
e) igual a três 


(F.C CHAGAS-SP) Se 0 número complexo 2 + i é uma das raizes da 
equação x? +kx+t=0D onde k e tsão reais, o valor de k+ té: 

a) -2 

b) —1 

GQ 

d) 2 

83 1 


155) (MACKENZIE-8P) Uma das raizes da equação x? +ax+2b=0, aeb 
reais, é 1-2 Os valores de ae b são, respectivamente: 


aj-ê : 

2 
bj-20-> 
2 


Jiocê 
ê 


d2e 2 
3 


2a? 
2 


156) (FUVEST-SP) A equação x! +mx?+2x+n=0, onde m e n são números 
reais, admite 1 + | (sendo i a unidade imaginária) como raiz. Então m e n 
valem, respectivamente: 
aBjZ2ez 
bj2e0 
jOez 
d)Z2e-2 
eJ-200 


157) (CESCEM-SP) O número 2 + 3 é raiz da equação x? +bx+c=0, combe 
cg reais. Podemos estão afirmar que: 


a) c é um número impar 

bj b é um número irracional 

c) € é um número irracional 

d) bec não estão univocamente determinados 
e) b é um número Impar 


158) (U.F.RS) Se os números -3,) a e b são as raízes da equação 
xi+5x?-2x-24=0, ovalordea+bé: 
a) -6 b)-2 c)-1 dj 2 e) 6 


159) (MACKENZIE-SP) A equação xº-5x+4=0 admite a raiz 1. Sea eb 
correspondem às outras raízes, o valor de a + Dé: 


a) +1 b) 1 E) -5 dy5 ej-4 
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160) 


161) 


162) 


183) 


154) 


165) 
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(U.F.MG) À média aritmética das raizes da equação xº 42x) -3x=D é 


2 1 1 
aj—1 b) a co d) 5 8) 2 


(PUC-SP) Qual é a raiz real de 3x) -7x? +8x-2=0, se uma de suas 
raizes é 1 —i? 


as bj-5 DE d)-3 e) 


(CESGRANRIO) O produto de duas das raízes da equação 23º —19xº + 
+27x-14=0 é 1. À soma das duas maiores raízes da equação e: 


aj? b) 8 c) 8 dj 1972 e) 19 


(F.F. UBERLÂNDIA-MG) O número 2 + 3i é raiz da equação x +bx+c=0 
com be c regis. Podemos, então, afimar que: 

ai b é um númera irracional 

bj c é um número imaginário puro 

Cc) c é um número irracional 

d) c é numero impar 

e) c é um número par 


(CESGRANRIO) As raizes da equação x? +bx+47=0 são inteiras. Pode- 
mos afirmar que: 


a) a diferença entre as duas raizes tem módulo 48 
b) a soma das duas raízes tem módulo 2 

c) b é positivo 

d) 0 módulo da soma das duas raizes é igual a 94 
2) b é negativo 


(MACKENZIE-SP) Sejam a e b as raízes da equação xº -3kx+k? = 0, tais 
que a?+b?=175. Ovalorde k é: 


a) (1,75P by 17,5 e) 175 d05 e) 0,25 


166) 


187) 


168) 


169) 


170) 


171) 


(MACKENZIE-SP) Um valor de k para o qual uma das raizes da equação 
x? -3kx+5k =0 é o dobro da outra é: 


a) > b) 2 eJ-5 dj-2 => 


(FM. SANTA CASA-SP) Seja a equação x +x]+kx+t=0, ondeketsão 
coeficientes reais. Se o complexo 1 — 2i é uma das raizes dessa equação, o 
produtos das três raizes é: 

a)— 15 b)- 12 c—3 dg 8) 15 


(CESGRANRIO) Se 2" +a,z""!+. .+a, ,z+a, é um polinômio com coefi- 


cientes complexos, cujas raizes são todas de moduto menor do que 1, 
podermos afirmar que: 


a) la,l=1 b)laçl<1 o)la,|>1 oaçl=0 eJlaçt=0 


(UNESP) As três raizes da equação x) -12xº +mx-8=0 estão em pro- 
gressão aritmética, Então: 
a) m=26 b) m=28 e) m=3 d) m= 32 e)m= 34 


(ITA-SP) Considere a equação xº+px? +qx+r = 0, de coeficientes reais, 
cujas raizes estão em progressão geométrica. Qual das relações é 
verdedeira? 


ajpº=rq b)2p+r=q Cc) 3p? =r2q d) p'=19" e) ql="pº 


(ITA-SP) Sendo ae E e a> 1,0 valor real de m para o qual a equação 
x*-Bxº +(log,a” +8)x-log,a" = 0 


tenha raizes em progressão aritmética, é dado por: 


a) m=log;a - 8 ou m=-9a b) melogoa - 9 
9 

e) m=15flogça d) m=-—logça 

e) nora, 


e 


172) 


173) 


174) 


1755 


178) 
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(FEI-SP) Sendo a, be c as raízes da equação 2x) -3x" +5x+1=0, a 


valor da expressão ab? +b?c?4cia” é: 
18 31 
aj19 b) 31 e) E d) 4 ejn.ra. 


(MACKENZIE-SP) O determinante da matriz 


a [=| - 
b b c 
1 D 4 


onde a. be c são raizes da equação W&-5xº+4=0 é: 


aj-—1 bjo c)1 d) 2 e)3 


UTA-SP) Sea, be c são as raízes da equação x*-x+20=0, onde r é 


um número real, o valor de a“+bscº é 


a) — 60 b)62+r c)52+r de +" ejs2-r 


(ITA-SP) Seja M=trt 
a . E 


x 3x] +54 =0. Então: 


onde a, b e c são as ralzes da equação 


a) log, M é um número irracional 


b) log; Mé um número primo 


2) logs M=5 


d) logaM= 1 
Bj ara. 


(FATEC-SP) Sabe-se que x, xz e — 2 são as raízes reais da equação 
2x! +t4a- mx +x+dm+2=0 


1 1 
ondeme R, Se —+— =-1 então: 
A 2 


ejma1 dim = ejnra. 


177) 


178) 


179) 


180) 


ITA-SP) Se as dimensões, em centimetro, de um paralelepipedo re- 
to-retangular são dadas pelas raizes da equação 24x) - 26x? +9x-1=0, 
então o comprimento da diagonal é igual a: 

a) 742 cm 

b) 9/24 em 


c)d24 12 em 
d) 461/12 cm 
e) J73/12em 


UFMG.) Se a, be c são as raizes da equação xº+x-1=0, então 


gh + a! = py é igual a; 


la b E) 


e) 1 
d) 2 
ejnra, 


(ITA-SP) Sendo a. b ced as raízes da equação 2x - 7x) + px? - 
- 7x+2=0, x, podemos afirmar que: 


a) ab ce dsão reais positivas 
13 
b) a?+b?+c?+d? é iguala E 


c) ab, ced não são reais 


d) Ro ge gia pls é a soma das raizes 
bed acd abd abc 
e) nra. 


(FM SANTA CASA-SP) Sejam xy Xz & Xa as raízes da equação 
x? -2x2+x+1=0, Uma outra equação do terceiro grau, cujas raízes são 


a) y3-y2 2y+1=0 
bj yº+y2+2y-1=0 
c) -2yº -y2 4y+1=D 
d) yº-yº-2y-1=0 
e) nra. 
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181) 


182) 


183) 


184) 


185) 
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ERA A 


11 


9 


ESCEMsCP Dentes ASLAN 
e ( Denire as faço TOP TI I2 13 15 TE 


ser raizes da equação 16xº +axº +bx'+cxº+dx?+ex+45=0 (a, b cd 


e e inteiros) 
5 9 + a T9 


aj E bi C)=E— 
Pe 8 5 B 17 13 


(PUC-SP) Qual dos números 
15x) + 7x -7x+1=0? 
7 


1 a 
= b)— E 
75 5 “3 


abaixo É 


3 
d)> 
5 


raiz 


da 


1 
3 


HITA-SE) Calculando as raizes simples e múltiplas da equação 
xº- 9x) 16x] -3x2-3x+2=0D 


podemos afirmar que esta equação tem: 


a) Uma raiz simples, duas duplas e uma tripla 


bj uma raiz simples, uma dupla e uma tripla 


c) duas raizes simples, uma dupla e uma tripla 


d) duas raizes simples e duas duplas 
e) duas raizes simples e uma tripla 


dei 3 , podem 


equação 


(FM. ABC-SP) A equação algébrica do terceiro grau, a coeficientes inteiros, 


RR = 
da qual —1 e SE são raizes é; 
a) x1-1=0 

o) x)-2x-1=0 


e) xº-xº+x=0 


bj) xº+1=0 
d) xº+2x-1=0 


(CESCEM-SP) Um número de coeficientes inteiros tem uma raiz dupla igual 
a a+vb, onde a e b são números primos. Podemos concluir que este 


polinômio: 

a) tem grau 2 

b) tem grau pelo menos 4 

c) tem uma única raiz complexa dupla 


d) admite pelo menos uma raiz complexa 


e) não existe 


186) (MACKENZIE-SP) Considere as afirmações: 


(l) Qualquer raiz racional da equação x) +3x? -3x-9=0 é inteira. 


(1) O menor grau da equação polinomial de cosficientes reais, que admite 
asraizes3,2+1 e —i,éõ&. 


Ml)Toda equação polinomial da forma ax" +bx'+cx? +dx+e=0, de 


coeficientes reais e a à O, necessariamente possuí raiz real. 


Então: 

a) todas as afirmações são verdadeiras 

b) somente as afirmações | e Il são verdadeiras 
c) somente | e Il são verdadeiras 

dd) somente || e Illsão verdadeiras 

e) nenhuma afirmação é verdadeira 


187) (PUC-SP) Os valores de a, b e c de modo que a equação: 
xº+Baxº +(b-2yx +(4arb+c)xº+2ax] +(b-2a)x-1=0 
seja reciproca, são: 
| 
aja=1; b=3; c=-—— 
2 
bja=1, b=2; c=1 


1 
ca=-: b=1 c=+1 
) a TE 
1 
dja=-—, b=1,0c=3 
2 
aja b=3 c=— 
9 1 


188) (ITA-SP) O valor absoluto da soma das duas menores raizes da equação: 
xº+ = EX+ E! =4 
x x 
é: 
d=n 


dj) 4 ejn.ra, 
5 ) ) 


a) 2 b)3 c) 


188) (ITA-SP) Os valores reais de a e b, para os quais as equações 


x +axº +18=0 e x) +bx+12=0 têm duas raízes comuns, são: 


aja=1,b=2 bja=—1;b=4 
cja=5,b=3 da=4;bs 
ejnra, 


8 


190) 


19) 


192) 


193) 


194) 
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(MACKENZIE-SP) As equações kx!-x?-x-(k+1)=0 e kxº-x- 
—-(k+1)=0, (ke Rº), possuem uma raiz comum: 


a) somente se k = —1 

b) somente sek=3 

c) somentesek = 4 

d) qualquer que sejak = 0 
e) n.r.a. 


(F.C. CHAGAS-SP) Se as equações xº+ax+b=0 e x24x-2=0 têm 
duas soluções comuns, os números a e b são tais que: 


aja+b=1 b)asb>4 o) <= d) (a-b!=5 e)logb?>0 


(F.F.C.L-USP) Se (x-a) émdcde P(x)=x"+a x"! +..+apqx+a, e de 


n=2 


Qo)=nx"'+(n-Wa,x""2 +... +a, q então: 


a) a é raiz simples de P(x) 
b) a é raiz dupla de P(x) 
c) oc é raiz tripla de P(x) 

d) « não é raiz de P(x) 
ejnr.a. 


(CESCEM-SP) O gráfico abaixo é o de um polinômio cujas raizes reais 
estão todas no trecho desenhado. Esse polinômio: 


a) pode ser do 3º grau y. 
b) pode ser do 5º grau 
c) pode ser do 6º grau a sl 


d) pode ser quadrado 
perfeito 


e) nr.a. 


(PUC-RS) O gráfico da figura é de uma função f:R >R em, que f(x) é um 
polinômio do terceiro grau. Para f(x), afirmamos: 

(1) O termo independente é igual a 2 
(It) Suas raizes são - 2,2 e 1. 

(Ill) Suas raizessão-2,-2, e 1 
(IV) Suas raízes são- 2,1 e 1 


195) 


196) 


197) 


198) 


199) 


Esta(ão) correta(s) a(s) afirmativa(s): 
a) Il b) Il c)lell d)le lil ejlelV 
(CESCEM-SP) Sobre o polinômio P(x), de grau 3, cujo gráfico está esbo- 
çado na figura, fazemos as afirmações: 

(1) P(x) tem uma raiz igual a -2, uma raiz igual a 3 e uma raiz imaginária. 

(II) P(x) tem um termo independente igual a —3 

(III) P(x) tem uma raiz real e duas imaginárias 
Podemos dizer que: y 


a) somente | é correta 
b) somente Il é correta 
c) somente Ill é correta 


-2 


d) apenas | e Il são corretas 


e) apenas Ile Ill são corretas 3 


3 1 
(PUC-CAMPINAS) O polinômio P(x) = xº — x” cd ini tem: 


a) duas raizes reais no intervalo fechado [1; 3] 
b) duas raizes reais no intervalo fechado [- 1; 0] 


; E 2 
c) pelo menos uma raiz real no intervalo p: 3 


d) pelo menos uma raiz real no intervalo aberto ] 2; 3 
e)n.ra. 


(ITA-SP) A equação 3xº -x? +2x? +x-1=0 possui: 
a) três raizes imaginárias e duas reais 

b) pelo menos uma raiz real positiva 

c) todas as raizes inteiras 

d) uma raiz imaginária 

e) n.r.a. 


(CEUB-DF) Determine m de modo que a equação xº-2x! +3xº -5x? + 
+x+(m-3)=0 tenha ao menos uma raiz compreendida entre O e 2: 


a)-1<ms<4 b)-5<m<5 c)-2<ms<2 d)-3<m<3 


(FM. SANTA CASA-SP) Admitamos P(x)=açx"+a,qX!+...+ag um 
polinômio de coeficientes reais que tem apenas raizes imaginárias. Então, 
para um intervalo aberto qualquer ]a; b[, onde a e b são reais, temos: 


p 
a) P(a)+P(b)=0 b) P(abP(b)<D c) P(abP(b)>0 d) E 


e)n.r.a. 
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200) (ITA-SP) O conjunto dos valores de k para os quais f(x) =x? 2x" + 
+ 3x-k tem uma ou três raizes reais entre 1 e 2 é: 
ajk<2 bji<k<2 ci2>kouk>6 djk>? ejna.a. 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS PROPOSTOS 


CAPÍTULO 1 
17) alS=(-3 3) b) S = (45; 145) 

co S=(1, %-ii d) S=(-4, 4, —4i di) 

ra is Miro 

1.8) a) S=(1+ 1-i) b) s= [2054 2 5] 

c) S=[3+2192; 3.-2iV2] d) Sa [5+115; 5-1/15) 
19 selri,81 8, 

2a 


1.10) Faça as substituições. 


114) a) (1,2) b)(-1:5) c) (8: = 10) dy (30; 18) 
e) (12,- 15) A (24, 8) 9) (-3/-4) 


1.15) a) x=0.y= 5 b) x=5;y=-2 
ÉS 1 

116) ajz=(-5,5) njz=| =5) 
a RR Eae, 

Ear Edo Eco 


1.20) a); —;— b) (0,1) c) (0,1) 
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1.24) 


Da definição de igualdade, vem que a 5 e d= pe Então: 
2+b +b? 
sa : 
Danos dura e 
[a +b Pte +d? = a? +b Dl 2) +( FE 62 | | 
F 2 242 
= [82 +b?] Ea +h cojas +b fe ti 
+b2pê | “(82 462) 
1.22) z=(-6,8) 
CAPÍTULO 2 
211) ajd+di 
b)-4—18i 
c)—-27 + 5i 
dj- 5 
e) 16 + 28i 
f 28-30 
2.12) a)-Z42i b) —4 c) -Bi d)-32i 
o 
2.13) ajx=+2 b)xe?Z e xg-? Ga 
2.14) xº+y2 20 
2.15) aja>5 b) -3<a<3 cja<-3ou 3<xa<s 
2.16) ajx=11 e vy=-1 b) [x=5ey=1)ou[x=-Sey=-1] 
E 2 
217) ajx=-3 b) Não exisle x 
2.18) 2=2+i ou z=-2+-i b)z=-3 ou pod 
2.19) a) z=1+i/2 ou 2=1-i/2 bz=-=7T+i ou z=-T7-i 
220) Sejax = 4, (y é 0), o imaginário puro raiz da equação. Então: 


dad 


E E -b 
Oinversodez=(ab eras [is] 
] la? + b? a? +b? 


(yi)? + (a+bijyisc+di= 
-y? +ayi-by+c+di=0 
(-y2-by+c)+tay+d)i=0+0 


Portanto: 
[-y2-by+c=0 (1 
| ay+d=0 (II) 


De (lh. y = -€. substituindo em (): 


2 
(5) -b(-S)+e=0=-d?sabasato=0 
a a 
Logo: abd=dº-a?c. 

3 1 


2,21) dies rs! bj-=42 +97 


222) a+bi=senacosg-isenw+icos? q -? senacosa 


a+bi=(2 seno cosm)+(cos?a -sen' 0)| 
a+bi= sen Za +icos 2x 
Então: a=senZa e b=cos 20; 


loga: a*+b?=sen?2o+cos" 2a = var KR 


2.23) 2=(I+itgo)li-itge)=1-2 19? 
z=(1+tg a)+0i=sec? a +0Di 
Então: Im(z)=0 e Retz)=sec' a. 
Como, na Trigonometria, sec e s -1 ou seco 2 1, temos sec uz 1, isto é, 


Reiz) > 1. 
2.28) a)-1 bj-i c)1 dy 
ej2-3i  — 16384 
2.27) aJÃ=+1 
BjA=I+ii=1+=1=1-i 
A=<+i 


2.28) um só valor (À = 0) 


2.29) aam+n=4k ke Z bm-n=dk+3. ke Z 
2.47) Ee] pri, meg 
13 13 40 10 5 5 
di e) (V3+2)4(43-2)); 6 343 
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E Ss 12 4 
2.38) a)— b)—--—=1 Q)-—-———1 d) cosx-isenx 
) 5 15 3 ) 55 ) 


2.39) a) x=+ 2/2 bb) xa -5 x=242 e xa -2/2 
2.40) ac=-bd e bcxad 
241) w=-—i ou w=di 

y? 


PIA é (cosc+iseno) +41 


z cos p+iseng 


Dao) 


cos? 


y (cos? .+2icosu sena -sen? q+] 2 
COSQq+isena 


ai2 cos“ w +2icosg sena)icosa-isena) 
(cos +isena)icosa-i sena) 


2 


“2cosºa-2icos?a senq+2icosc sena+2cosasen”a 


cos? + sen? [8 


=2cosulcos?u+rsen  a)+0=2cosce E 


2.43) +z 1+senuricosu I+seng+icoso [(1+senw)+icosa)” 
l+z I+senw-icosa I+seng+icosy (j+senao)?+cos'a 


i+2 senu+sen“w+2(l+sen ajicosa-ces?a 
—————— a —— T—T— o — O 


1+2 sena+senim+cos' q 


1 
ps 


t+2senmw+sen?wu-(I-sen? n)+2(I+senajicosa 


Z+2Z sena 
2seny+2sen'u l+senglcos a ; 
>————T=—>>—— +—————————— =sSseNQ+HICcOosA=Z 
elis sena) d(1+senc) 


244) ajz=-4-i 


b)z=5+ Di 
c)z=Qcuz=tou Sa adição, DU PRE RF 
2 2 ê 2 
diz=ali+i).vae R 
245)a) 2=4-i; sigaisas dl! gisêes! 
13 13 5 5 
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2.48) aj4-d2 
b)4-2i 
5-5i 
dja-5i 
eji 
fi 
2.47) Sejamz=a+rbie zm=c+d,a b ce dreais. 
=(a+c)-(b+rdjj=a+c-bi-di= 
=(a-bij+(c-di)=2,+2Z 


2.º) 2x2, =(a+bi)(c+dij)= ac+adi+bei-bd = 
= (ac-bd) + (ad+bc)i = (ac-bd) - (ad +be)i 
z,2,=(a+bixdc+dl) = (a-biltc- di) = 


=ac-adi-bei-bd=(ac-bd)-(ad+be)i 


3º) [)-(2)- ta+biltc-di)) [ac-adi+bei+bd, 
i) |tc+dijte - di) pos ide 
ae+bd be- ad | ac+bd be- ad, 
[+ c2+d? Ha cê+d? Er 
a a+bi . a-bi (a-bixe+di) | 
Z, cr c-di te-dijlc+di) 
“ac+adi-bci+bd  ac+bd  bc-ad 


cê sd? Cedo cad 
Z Z, 
Logo: |=L|= =,27,+%0. 
Za ad 


2.48) Utilizando o Principio da Indução Matemática, temos: 
Teorema 1: a igualdade se verifica para n = Q, pois: 


(20)=1=1 e (=! 


Teorema 2: admitindo que a igualdade é verdadeira para n, vamos provar que é 
verdadeira para n + 1, isto e: 


— — 


(2 = (E = (ua (O 
(ee zral = (2")Xz))= EX = OO 


Estã então provado que (z” (2")= a 


da? 


249) 22) + HZ? = A2))+322)=22) 4372-227) +322 =a+bi=a-bi 


2.50) Como Z é raiz, temos az" +pz+y=0. Substituindo no primeiro membro da 
equação dada x por z, temos: 


o(2)2 +Bz+y= a(zº)+Bz+y= az? +Bz+y=oz?+Bz+y=0=0 
Logo: z é raiz de (E). 
CAPÍTULO 3 


3.2) | 
a y. b 


3.3) O lugar é a reunião das bissetrizes 
dos quadrantes pares e impares, 
excetuando-se a origem O. 


3.4) 


Elipse da equação 
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3.12) a)25 b) 26 c) 10 d) 16 


3.13) 


3.14) a) o ponto de coordenadas (- 3; 4) 
b) reta de equação 4x + 6y - 5=0 
C) circunferência de centro C(1;-2) e raior=2 
d) circulo de centro C(1,-2) e r=2 


3.20) Escrevendo |z-w | como |z+(-w)| e utilizando a desigualdade triangular, 


temos: 
Iz-wl=|z+(-w)|s|zij+|-wl] 
Assim, 
Iz-wls|z|+|(-1)wl 
Iz-wis]z|+|-1dwl 


Logo: |z-wl|<|z|+|wl 
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3.271) Pela desigualdade triangular, podemos escrever: 
lzy+tiza+za) = izal+|zarzg] (dd 
IZa+z3]s Izal+|z5] db 
Somando membro a membro (1) e (Il), temos: 
[atlzo+zW)|+|2+25] = [z;l+lzo+25]+|z2|+izal 


Logo: |z,+z, +74] £ |z;]+]25 |+| 2Z5| 


CAPÍTULO 4 
» Sad rK.. n) 
41) a=3icosQ+/ sen 0) b) z=2/cos— +isen--] 
y Ê E) 
( f Es dit 
c)2=5| cosl+isent d)z=8| ca 
E: 2 A 3 3) 
ejz=cost+isena f) siedBlcas o seno 
(a 4) 
— Y FÉ 
Snzisal raso CudieneE m2=3W3/cos E sisen?Z | 
| 2 a Ua4 do 


4.2) ajz=3+3/3 


4.3) Escrevendo z = pfcos B + | sen 6), temos: W = pítcos a +isen ag) = 
pêtcos"H —- sena + i x? sen Bxcos 6). 
Como cos*b — sent =cosidg e ?senBcos O = sen 28, vem: 


Z”= píleos 20 + | sen 28) 
Lego: 0 argumento de 7 & 28. 
44) Sejamz,=picosd,+isenB() e Zz2=pí(cos By +isen 85). 
Coma 82 = 2x - 84, podemos escrever: 
Z» =plcos(2n-B))+risen(27-68,)] 
Mas, cos (27 — 8,)= cos 0, e sen(2n-—- 8,)= —sen B.. 
Então: z, = plcost, +i(-sen6,))=pcosB,-ip sen B, = = 
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CAPÍTULO 5 


5. i 1 Ja. 
559) az b) 1 c) “2” 0) Ke cid rh 


55) 2-2 


3- cos 30+isen36 e também: 


5.7) a) Sendo z=cos8+isenf, temos Z 
Z' = tcosô + isen Bjº = 
=cos*g + Jicos'Gsend + FilcosOsen'a + i" sendã= 


=tcos'b - 3cosgsentB) + (3cos“B sena - sen? 8) 
Então: 
cos30 = cos“ B-3cos6 sen?8 
sen'g =3cos*bsen6-sen'B 


b) sen 48 = 4 senô cose (cos'e — sen9), cos 40 =cos'B+sen' 6-6 sen'b 
cos À 


5.8) Sendo (l+ij= Vil cos" Rd] temos: 
E 4) 
1 


air st By lena" sisenPA 
t 4 4 


; e Faraós h 
Para que (1+1)" seja imaginario puro, devemos ter cos" =0 logo, 


na x n 1 ; R 
qe donde q e, assim, n=2+4dk, expressão que repre- 


senta termos de uma PÃ de razão r= dá, 


5.9) a)6 D) 3 
5.10) a) 3 b) 9 
5.15) a) (VB + i/2) b) 3 doa E s c) +v2 + VZi 
5.16) ajzi +43 — b)1-t gd ue 3, 

a 
517) esta 5 + so, -24+ si) b)S = 5 + >) 
5.18) -4 + 4/3 
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Sr). 393,3, 


Ana 
5.19 dice san = Es 
o 5 6) - aa 
[ di dr 3 343 
a| cos +isen |= Stand oo folia 
Ny E 2 2 
al cos visen 11m) (393 3 
| 6 À 
5.20) 
CAPÍTULO 6 


8.6) H2)= 18 
67) Hl+2])=-12-2 


8.8) Zeraiz 
69) a=2b=-tecç=-3 
1 
R.10) m==-— 
) B 5 
8.11) zero 


6.12) a=-1eb=0D 


8.13) Temos, sucessivamente: 


Dix2 exi) (xD 4x3) -Dixgtxo) alxytxç) 

ê 3 E a 7 4 

Ed 2; (+X5) Di] ai 2 (X,+X5) 

a) * ai + +|x4 + x = 
3, ! ” Ê d ? 1 2 Ô 


alxitxi - x3) - xa(x? — xi] + bix, — x5)? = 0 

Esendo à, & x5: 
alxiix,+Ka)-xolx,+xa]+b(x,-x,)=0 
alix,+x9) (x, —xo)]+b(x,—x5) =0 


a(x, TrXaj+b=D etc. > x, +x,9=-b/a 
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CAPÍTULO 7 


7.8) 


7.9) 


7.10) 


Tt) 
7.12) 


243) 


714) 


745) 


7.16) 


747) 


718) 


7.19) 


7.20) 


7.21) 


a=B5,b=-9 e c=8 


ajzx sr bx! au? x? 2x4 
bd) xx! 43034 3x4 1 
a) PIO)=3.P()=2 e P(2)=1 
b) HFP(x)]= 9Ptz-x)] 

IPO) + x 5P(2-0]=2] 
P — MP(Z = 
3PoP(2 =] < PO] ppa RD 2>iÁF(Z-x)]=1 


e daí: Pix] = 1 
jsn<56 

bD=3,c=d=2 

Pfpiue as operações. 


ae E be lb 
3 9 
1º) Desenvolva os quadrados e aplique o resultado do exercício 7.4; 
ab 
pr 
2º Apligue o item 1º. 


Observe que a soma 8, dos n pritneiros termos de uma PA é um polinômio 


em n: identifique-o com an. Dai: ae5 er=1 


e RE Bi 1, a veja exercício 7.3. 
a pj a) 
AE RR E 

Ste) = 5x — 3º a veja exercício 7.3. 

1 1 11 Pos 9 1) 
a=-— b=-, c=-; ou la=— b=-— c=—, ou 
a kk) 

1 1 1 
[8=5. b=0,6=0) ou [a=7 ba-p. 600] 

k K k 


(p=0e q=0)ou (p=1 e q=-2) 


Substtuaxport,2,.3 e 4 daiÃ=1,B=6C=7 e D=1. 
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7.22) A=-S e B=C= 
7.23) A = E e B=- 
| “e. 2 
7.24) Sejam: pixj=ax" +... e q(x) = bx" +... 
Como p(x) e g(x) não são nulos, tem-se a, *0 e b, *0. 
O coeficiente de x “em pixbalx) é ambm é ambmn* 0, poisan*0 e 
b, = 0. Então, p(x)g(x) não é nulo. 


7.25) Sejam pix)=ag+ax+..+ax+., qu)=bg+bx+..+bod+.. e htx)= 


= Co TCX+HA+rCã +. 
O coeficiente de x em pDoO>gtx) é u, =açd;rab,,+...+abo. 
O coeficiente de x em [pix)>g(x)) ix) é: 

n 

DU Ca = Ugên + Uns + +Unto = 


1-0 
= 209nCnt(açd, + 2bo]Ca at. t lagoa +... + aboco 


Obtém-se, assim, uma soma da forma. 5 a, *Dj 6), 
ithth=n 
Se calcularmos o coeficiente de x no produto phxoiAgix)»h(x)], chegaremos 
ac mesmo resultado. 
1.26) Sejam pix)-aç+rax+.. qx)=by+bx+. e hix)j=co+C;X+.. 
O coeficierte de x, em: 


1º) plo é Vartia 
k=Q 


2º) qlx)>ix) é 5 bra 
K=D j 
i iguais, pois em 
3º) p(x) Mix) + qtx)>hix) é da +bicix) | Cvalea 
hã | distribulividade 


4º) [ptx)+ atx))ohtx) é 5 (ap +baCiy 
k=0 


m 
727) Substitua x port e —; à —. 


CAPÍTULO 8 
8.9) ajtux])=x-4 e Rix]j=3x+2 
b) Mx=x]-x]+5%-7 e R6g)=11x-1G 
c) O(x)j=2x2+3x+11 e R(x)=25x-5 
d) Mx)=x]+x-2 e R(x)=0D 
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8.10) 
8.11) 


8.12) 
8.13) 
8.14) 


8.15) 


8.18) 


8.17) 
8.18) 
8.19) 
8.20) 


8.21) 


B.22) 


8.23) 


arde bhb=6 
a=z-2 e b=á 
m=5 e q=0 


a) x2-ax+ta?-a-2) b) b=-a?+3a+2 ec=-22º+2a+4 


Efetue a divisão; Rtx)=0>c=b? e d=b?, e daiatese. 
alx)=b(x)o(x) + rix) e a(x)= x>bbogq'(x) + rix). e então 
bex)gtx) + rlx)=x»mbix) qtx) + réx] 


e dal a tese. 


1 
2 XxX); o resto é o mesmo. 


m=-23n=9ep=21 
2x) 3x2 4 4445 
Fietue a divisão e R(x)=0. 
p= + fe g=1 


Efetue a divisão de Alx) por C(x) e Rix) = 0, em seguida, efetue a divisão 
de Bí(x) por C(x) e compare os restos. 


3.2 9 
=X +2x+— 
2 2 
Observe que x)+1=(x+1)(x?-x+1) Ache o resto r(x) da divisão de f(x) 


por EA usando o exercicio 8.6; fo) = (x) + xx + 2)+ rx), e dal 


fojy=x + +Ixt-x-1. 


B.24) a=2,hb=1 e c=3 
CAPÍTULO 9 
918) a) quy=x"-x]+3x-3 e r=5 


bj g(x)= 2x] - 6x) +13x] -39x+109 e r=-327 
e) q(x)= 4x] -(3+4ijx+(-1+7i) e r=8-6 
d) qu=x"-2ix-5-2) e r=-8+8i 
e) qlx)=2x?+4x+19 e 1=182 
) qix)=2x-5S er=28 
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9.19) f(x) é da forma ax? +bx+ci(N)=1,[(2)=8 e H(3)=27, daí f(ix)=6x]- 
—Vix+6. 


9.20) f(-2)=0 e m==73 
9.21) dx" +13xº -2xº—-11x+12 


jnpar. quy=*" ax tra carl er=0 


B.22) - 
lnimpar qiuJ=x"""-ax2palxr3 sat e r=-2a" 


9.23) quj=x" sax"? +..sa” e r=2a” 
924) a=2 e b=-5 
925) pépar e qimpar 
9.26) a) Verifique cue fit) = f(2])= 0. 
bi Verifique que f(D) = f(=1) = (-5) = 0. 
2?) Verifique que fi-aj=fi-bj-=0. 
928) gix)=2x?-1 
9.29) Veja exercicio 9.12, rixj= x+2. 


9.30) Veja exercicio 8.12; ro) DA CUÃO + Ab Ato 


9.31) Veja exercício 9.15, bg = — Bx + 13, 
9.32) Ros + É 
3 E 
9.33) x) -3x+1 
9.34) 7: 1 


9.35) (tax-b)=g,(x)= (bx -aJxg,(x); substituindo x porê vem aa(2)=0 e, 
a 


substituindo x por 1, vem q()+q(n=0. 


9.36) a)r b) -— e) 


br b% 
a E 
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9.37) b-a 

9.38) Veja exercício 9.18: (x -1Mx-2)(x-3)+ 6. 
9.39) a=3 e b=-4 

9.40) qix)= x) +2ax? +32 x+ da? 


8.41) Aplique Brici-Ruffini: quy= x" +x""+..+x+n 

9.42) Aplique Briol-Ruffini. q(x)=x""2 + 2ax"2 4 332u* e tn— na? 
9.43) Aplique Briot-Ruffiniia=2,b=1 em=3. 

9.44) O desenvolvimento do determinante nos dá -Z(x— 1º. 

9.45) p=2 e a=1ô 

9.46) 2x] +xº- Bx+15 


9.47) Note que rx exe t= (ge NG += + Doce iix id); verifique que 
pi— 1) = píi) = p(-i) = 0. 
9.48) xx? rax+b)=(x-2)q(x)+2"te- 2) substitundo x per 2: 
2"i4+2a+b)=D e dalb=-2a-4; então: 
x"(x7 pax-2a-4)= (x-2)090:) + 2"(x-2) 

xx? -4)rafx-2)=(x-2)00x) + 27(x-2) 
x"(x-2Hux+2+a)=(x-2) q(x) + 2"(x-2) 
xº(x+2+a)=(x—2)q(x) + 2º 

Substituirdox por2 ará=1 e a=-3Je b=2 


9.49) Note que xº+1=(x+i)tx-iy calcule ffij e f(= +) usando a fórmula de De 


Moivre, 

CAPÍTULO 40 

10.6) a) 15x2 -6x+1 b) x? 6x3 +13xº - t2xº + 4xº 
e) 3x2 +10x+5 dy 30x(5x* + 7)? 
e) 5(t+5x-8xº)Í (5 - 16x) p bm(a+ bx)" 


S3f 


10,7) -ox3 43x +a 


2 
10.8) a=21, b=51 e 0= -m(e=-5) 


10.0) xº+2x4+3 ou -xº-2x-8 


t0.10ja) 20xº, 60x”, 120x b) 72 
10. 11)Derive termo a termo, usando o exercicio 10.4. 
10.324Propriedade II 
aj Demonstramos que a propriedade vale para p(x) = W e quo) = xk 
Temos, píx)=h! e qiix= ko! 
Também p(x)>q0c) = x"" e fp()>q00]'= (+ kyx to! 
Termos, então: p'txbabo + poxa Do) = hxF rt ek + ext gh = 
= (th eae = [pe of]! 


m m 
b) Suponhamos agora as polinômios: p(x) = dg A e q(x)= Pd 
he ke 


Então: po) qt) = 5 5 anbyx x! e dai: 
h 4 
[ptxpa(x)]' = 5 5 anbulxnby) =D 5 anbylix!)txt + xfx] = 
[A E k 


= QB abr - pune E bt) = p'(x)a(x) + pf) sq (x) 


Propriedade IV 
Inicialmente, demosntramos pelo Método da Indução Matemática que se: 
pl) = q,(x)>0, (xe)oga (x)...grlx) 
tem-se: pix)=q,ix)xga(x)...quto)+ qb)xa50e)xg5(x)+..0, 0x) + 
+qCopa six) qa ixD.. qube +... + quix)ga dx)... quéx) 
Fazendo q[x)=ga(x)=... = q.(x)=q(x) vematese. 


10.13)a) x? -2x+3 
7 
b) xº “ax +2x+2 


Ci x+3 
dj 2x +7 
ey x? 2x+5 
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10.14) (x+ 1) (x— 1) 

10.15) (x= 1)?» 

10.15)1,3 

10.1)m=21 enz-—& 
10.18) x! -14xº + 49x? - 36 


10.19) x!" =x! =x xt? x—1 


CAPÍTULO 11 


11.14) Ph) =(2+i(x= 1x +i) 


11.15) 13 
b) 13 
c) 4 


— 3 2 bia 
d) 5 (simples); — & (tripla); en) (dupla) e Paio (multiplicidade 7) 
e) 3 
11.18) S=(-4; 2: 3) 


EA) Plm=2[4-5 Joe-2- Mt 24) 


11 1B)PQ)=(x- 2) (x+ NDtx- 1Dtx—3) 


14.183 AG) = (x+2P(x= 3x + 3) 


11.20) B(x)= Hx -2+iKx-)| -3) 


“ 


11.21) Ph) = (x- 4)(x+3) 
11.22)raiz tripla 


11.23)p=10 e q=-25 
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11 


11 


11 


1 


ad 


1 


mah 


11 


11 


a 


1 


11 


11 


11 


11 


28) Phj= À Xô 5x 


est=s; s=É 046 


3 
25)kK=—-— 
2 


26)k£6-2/46 ou kz5+2V6 


27) PbO = 5xº + (10-100x) -(201+5)x? — 10x 


2. 2448 
3 


3 


28)5=([d,—-2,3) 

-30)5 = (0, 2:3) 4) 

3W0S=(2:3) 

SBS=(2,-1 +: 

44) PO) = e+ 3) (x 3x + 2x — 21) 


am s=(xekR|x<ã3 e x*-3) 


46) S=(43,-2) 


11.40) S=(1 wow? ww) onde wo 1a dE 
3 a 3 3] 2x. 2x 

q1sB)5=;,——. o = so onde W=Cos— +|8e8n— 

fãs tow? tow 1-w!] 5 5 
11.49)S = (2 —21, 2 3) 
Jima bjn 

2 

11.51) Pod = e 3x2 + Dix 1 +i) 
152% Be y 
11.53)20 


sab 


11.54)j5endo P(x) = Atx) — B(x), Pix) é um polinômio de grau menor ou igual a n 
que se anula para os valores distintos 1, r5,..1,- Portanto: 


POg)=kix-rx-r)..tx-r) (1) 
onde k é uma constante, Temos, ainda, P(r,) = 0. Mas, como o valor x =" 


não anula nenhum dos fatores x-r, 


| em (Db, concluímos que k = De, 


portanto, P(x) = O. Assim: 
P(x)= Atx)- Btx) = 0 «> Alx) = B(x) 


CAPÍTULO 12 
127) S=(-2-3) 


12.8) S=(1-13) 
12.9) s=[1 5] 
Rue 


12.10)k=20 ou k= 18 
12.11)k=20; S=(=2;-1) 


12.12)(k=5 e t=8) ou (1-5 a t--5) 


12.193) k = 22 
3 


12.14)k é -2 


CAPITULO 13 

13.10)a) 4 b) 3 

13.11) 13 

13.12)a) V DV SF dv sF MV 


13.13)a) V bF SF dv 


13.14) Ph) = -2xº 414xº — 36x? 4 d4xº 34x +30 
13.15) Abo) =" xt -8xº + 32xº ox! + 46x) 
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13.16)S=[3+i; 32-;;-1, 4) 
13.17)5 =40,1,2; di; — 41) 
13.1B)5=(-1,2:1;-] 
13.19)S =[1.-2; 5; 2i; — 21) 
13.20)S =(- 1,2; 1; 2; - 2) 
13.21)não 


(à) 8. 6 8. 
13.22)a)m = 30 bl-- + —t “Es! -3 


5 5 
13.23)m = 30 ou m=24 ou m=-240 
13.24) 8=/1- Ji 1400 =3; -5) 


13.25)S=40, 2+i; 2-i; 21;-2]; 3: — 1) 


CAPÍTULO 14 


Eis ad e | 

14. 27)a)S=(3/1+i; 2-8 g) S=[25:5] 
= ]2. Pim | h (145) 

ida [3º * É qa 37 oa 
Cc) S=(3-2) à S=(4,-2:-3) 

d) S=(5+245-25 4) ps=[4-5) 

Dssrea atio A dança 

e) S=(2-n-5) k) s-(835| 

f) S=[-34 —4) | S=(8:6:-2) 

(4.28ja)k = 12 bos=(oi-tal 


14.29) 3x* -(10+3ijx? + (D+ Fix-(2+2])=0 


14.30) x) -(12-)x? +(45-10ijx (50-25) =D 
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14.30) xº-7x2+13x242x-18=0 


14. 32]k=0 
Mamk=) 
2 
4 14 
14.94 —— na 
Ja) E b) Es 
14 25d 
c)=—— |=>— 
25 R1 
118 
ej— 
Pd 
14.95) 12+8i 
E 
14,38) k = 
Ê 
3 
iá.37ja) -— bj) -— 
ja) 4 ) TE 
c) -á d) s 
2 8 
7 1743 
e É aii 
) B 9 256 
E EE] 7 
Pesci hisãs 
) Es ) 32 
14.38) 2308 
16 
14.38)a) 6 at rx-9 b) Renê io 


OS 
3 ê 3 


14.40) x2-8x-20 


14.41) O 


Jdd 


(4 42j5endaa, b e cas raizes, temos: 


t 
a-b+c=0 =(asb+c)/-D= a! +b?+el+2(abrac+bo)=0=>k=—— 


t Fc 
mas, como as raizes são reais, t> 0 e, portanto, k < D. 


quasi a Ex sa 
5 5'5 5 
14.44)a) S=(-3; 1 5) d) S=(-d; -2% 1) 
A 
b) S=[5º z: 8) e s-t-4 4 4) 
pe. l 3] 
c) S=([-1, 3; 7) 1 S=[-14, 3 E 9 


14. 45)k=-4 


14.46) S=(2 -2, 3+1 3-1) 


f 
14.47)8=13 =: E -3+ 


1448) 8 = 14 -1 E; 3) 


4 A)aS e (5: —1; 2 4] b)k=-11 e m=9 
A.5Dj4; 3:47 

14,51) 5 =2vV4k +m- 6d 

14.52)a) 4 b)-1 c) 16 


14,53) Imaginemos uma equação do terceiro grau cujas rafzes são a, b e c. Como 
a+b+c=0 e abh+ac+bc=0, essa equação é detipo xX)-m=0 (onde 


m=abo), istoé, xX**=m Portanto, a, b e csão as raizes cúbicas do núme- 


rome assim, |a|=|b|=|cJ. 

i4.54)a) kKº = 4mk + Bt=0 b)mk-t=0 
c) 4k? + 27m? =D d) 27tº— Omkt + 2mº=0 
ejkín - t=0 pk? - 4km + Bt=D 


sdá 


i45)a=-1, b=-1 e c=5 
14.56) 1 

14.57) a) = 1 b)+1 
14.52) a)-1 b) + 1 


1459 g=-—. 
w=1 


CAPÍTULO 15 
15.8) a)xf, +2; +4 b) t-; de t-: se es 
3 se 


15.9) não 


15.10) não 


15.11)a) S=(3, 4 1442; 1-42) b) S-| S 2 +i, 2-1 


co) S=(0,1 -2 4) d) s-(2 É 5) 


15.12) PbO = (x = 5x + fx- 2-2 3tx- 24 42) 


1513) x=Prisx-1=Poq p= = 
=> mw -3x pax t=2>x)-3x2+3x-3=0 


Os únicos números racionais que poderiam ser raizes desta última equação 
são +1 e + 3 no entanto, nenhum destes números satisfaz a equação. 
Portanto, o número dado é irracional, 


15.14)Fazendo a=26+1543 e b= 326.153 temos: 


x=a+box)=a)+b!+3ab(a+b)=a?+b?+3abx 
po 


> x? =28+15/3+26-15/3 +3x=52+43x> 


=x!-3x-52=0 


A única raiz real desta equação é a número 4. 


345 


1515) x=IZ4i>u-i=P5 (ip =2yP> 
= x)-3wx%j+3xi2-]=2>xº-3x-2=it3x]+ 1) 
= (x) -3x—-2)2 =[i(3x? + 1]? = 
= xº-6x* -gxl rox] + 12x+4 = (0x +60 + 
= xº+3x! gx) 16x] + 12x+5=0 


O número 32 +) é uma das raizes desta Ultima equação. a qual tem todos 
os coeficientes inteiros. 


15d) B=Deb 2=t =x V2 =J2) 


15.17) 8 = (-2: 3 —3i) 


1518 S=(2 5: ? - 


| 
15.19) 8 = (42, 2; J3;— 43) 


f MA aos é 
E A+iv3, =-iv3 +13. is 


15.2 1l)não 

529) S=(2+43: 2-43: E -i) 

15.25) S= (42445; 42-45, - 42445; 42-45, —1) 
15.26) S= (42; -42; 2 3) 

15.27)2+45; 2-5: à -i 

ZAPÍTULO 16 


85) a=2Zeb=3 


6.6) (a=7 e b=4) ou (a=-7 e b=—4) 


6.) a) S=/3 +. i - b) Sela = AE dai + a 
Í 1 2 3] 1 1 
CEGA = 4a seas aus d)S=lZ —: 3 — 
| % 2 3 a ) [ 2 3 > 


6.) a=G a b=-7 
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CAPÍTULO 17 
17.4) 2 
7.5)1e2 


17.6) PR oU k= 013 
2 2 


1LA ma=ks=4 
(ás) ve 
k 


1711)S=(-1;2),-1 é raiz tripla 


( = “ai 
pisada a =t=148 


, 2 


CAPÍTULO 18 


:2 éeraiztnpla. 


18.7) PlM(x)=15x? -8x+2 é positivo para todo x e X. Portanto, P(x) é sempre 


crescente. 


18.8) Pl(x)=-3x2+2x+3 é negativo para todo x e ?. Portanto. P(x) é sempre 


decrescente. 


18.9) P(x) é de grau impar e tem coeficiente de termo de mais alto grau negativo. 
Além disso, o termo independente é positivo. Assim, seu grafico é “algo 


parecido" com: 


18.10)a) F DV o OV dE ev nF 
9) F hV o DF DV kV DF 
18.11)a) P(x)= 3x? -9x-6 b) P(x)= 3x) +6xº -6x]-24x2 21x-6 
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18.12) Pixj= 5x] -5x)-15xº + 25x—10 


18.13)a)kK=7 ou k=-—-20 
bj-20<k<? 
ck <-20 ou k>7 
18,18)duas cu nenhuma 
18.19) Pt1j e P(ã) têm sinais contrários, portanto há pelo menos uma raiz real r no 


intervalo dado. O único número racional que pertence ao intervalo dado e 
poderia ser raiz de Pí(x) é o número 2, que no entanto não é raiz. Portanto, r 


é irracional. 


18.20)- 12 <k<B 
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RESPOSTAS DOS EXERCÍCIOS SUPLEMENTARES 


.1) +23 

12) Re(z)=0 Inlz)=tga+cotga 

1.3) z=0 ou z=-i ou RR: e 
2 2 


4) Sea e pi fossem raizes (a e À reais), então Bi = c + di, donde c = 0, con- 
tra a hipóteses de que c não é nulo. 


1.5) Teorema 4: para n = 1 temos: 


SP = =P =i 

Teorema 2: 

Hipótese: 1º =i 

Tese: 1 =i 

Temos: 

SiS = (15º P=t()=i 

1.6) 3-3 
L7) 2b-a+bi 
1.8) 
1.9) 
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110) ajz==1+ 


bh) z=v2, arg(z) = 
e) 2º 
da) 


IH.1y Agdivisorde P;A<P e Péprimo dalã =, 
2) a=1eb=- —— 


1.3) Façau=x e v=0, 


5 1 
4, a=— e b=— 
3 3 
1.5) (A+B+C)senxcosx + Bsen'x + Acosx-1=0 
Dividindo por cos*x: 
(B-N)tgix+(A+B+Cligx+(A-N=0 


edaiia=1,B=1eCc=-2 


1 1 1 
B a=-—,b=-,c=-. substitua npori,2Z e d 
Ko] o 5 
7) 1d 
1.8) 4x+7 


19) (P=0)e q=0 ou tfp=0e q=-f; ou (p=-1e q=0) o (fp=1e 
g=Whouip=-Ze q=9 


110) ax) x] 4+7x+1 


1.11) Faça x-2=y e divida y"-1 por y—1 pelo Briot-Ruffini. 


p Se ne 200 a 200 e] 
142) dim (a) — Ptb) É que aP(b)-DbP(a) Bum E 2 1 É E + 
a-b a-b Ki 3 


ci Demonstre, pelo Método da Indução Matemática, que os números da 


forma 22º .4 são múliplos de 3; observe quer =m+1. 
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1.13) aa=-2,bz=z4 e c=1 D) qu + 


tar | — 


11.14) 2x—7 


115) a(x)=biximgx) + rix) e a(aj=b(aj=0, então, rta)= O 


1.16) a) x) 4x? -25(x-1Wx24+2x+2) Centão a+P=-2e mÊ=2 
gic)+u=P+m=-2 
a(B)+p=mu+p=-2 

Então, o polinômio g(x) + x + 2 tem raizes cre p: 
g(x)+x = A(x— cx) 
gi) +x=A(x? +2x+42) 


q(h=1> gix)= (4 +3x-2) 


b) glg(x)] = +. [84xº + 96x! + 32x? — 3x — 64) 


o) aigtl-1=1-1=0 
dj verifique que hft) = ht) = hiB)=0 


1117) As raizes de w do polinâmia x? +x+1 são tais que w3=1 
X=l 


e De 


[x stelx-Nx+x+)=05! ou 


x? +x+1=0 


a Ip q 


Pow! + ww = 


a 


ntião, wo sw +wW =wW + wW 
Ent 3m 3n+1 3p+2 mA 
=1"54 + 1500] + 1Pow 


sirw+wl= o 
1.18) m não é divisivel por 3 
119) a) 6 b) 6x 
1.20) Teorema 1: a proposição à verdadeira para n= 1. 


Teorema 2: 

Hipotese: todo polinômio de grau n — 1 admite no máximo n — 1 raizes. 

Seja então p(x) um polinômio de grau n; se p(x) não admite raizes, o 
tearema é válido para pix), Caso contrario, seja a uma raiz de p(x): 


ptx) = (x — ajq(x) 
onde [q(x)]) = n — 1: então qix) admite no máximo n — 1 raizes e, daí, p(x) 
admite no máximo n raízes. 
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121) p=1 


22) a=-3 e b=2 b)p=2 


1.23) 


1.24) 


11.1) 


[1.2) 


1.3) 


11.4) 


[11.5) 
11.6) 
1.7) 


1.8) 


as” 


Lembre que: 


a) [PGO+P,bo)]' = Ptx)+Po(x) e que 


bj [kP(x)] =k>P tx) 


(t=3 e u=-2?)ou(t=2 e u=0) 


a) S=[-2+i -2-i -3) 


» S= [4.2 4-2 5) 


| 
S=(-5 2 
É inteiro, e x = 6. 
irracional 


a) V b) co) V 


dy MY 
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A Editora VestSelter tem o prazer de reeditar a Coleção Noções 
de Matemática, uma obra prima composta por 8 volumes, que 
trata de todo o conteiido da Matemática do Ensino Médio de 
forma primorosa. 


Cada volume contém teoria completa e detalhada, com 
excelente profundidade, incluindo demonstrações de 
propriedades e de teoremas relevantes para o sólido 
aprendizado do estudante. 


Adicionalmente, a grande quantidade de exercícios resolvidas 
e propostos, em cada capitulo, fornece ao leitor os meios 
necessários para uma excelente fixação do conteúdo. Todas as 
respostas são fornecidas ao final de cada livro. 


Os seguintes volumes integram essa coleção: 


Volume 1: Conjuntos e Funções. 

Volume 2: Progressões e liggaritmos. 

Volume 3: Trigonometria. 

Volume 4: Combinatória, Matrizes e Determinantes. 
Volume 5: Geometria Plana e Espacial. 

Volume 6: Geometria Analítica. 

Volume Z: Números Complexos e Polinômios. 

Volume 8: Introdução aq Cálculo Diferencial e Integral. 


Essa coleção é indicada para professores e estudantes de 
ensino médio, em especial para aqueles que buscam um 
aprendizado de nivel médio a alto, compativel com 0s exames 
dos vestibulares mais concorridos do Brasil, dentre eles as 
escolas militares IME e ITA. 
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